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まえがき 

 

微分方程式を差分式に書き変えて数値計算をする Finite Difference Time 

Domain (FDTD)法は、境界条件が複雑で解析解が得られ難い微分方程式に広く

使われる。本書では、3 次元地震動や波動伝播問題（1 次元と 2 次元）を主に取

り扱う。差分式の精度や数値計算上の安定性の基礎を例題も含めて丁寧に説明

し、応用として 1 次元波動伝播と 2 次元のＳH 波動・P・SV 波動問題や震源断

層を考慮した 3 次元地震動問題を解説する。この応用の中で、通常の格子点と

食い違い格子点による差分式の精度や特徴と、地表面境界条件や吸収境界条件

を解説する。 

変位に関する通常の格子点による 2 次元波動方程式と食い違い格子点による

1 次元波動方程式ならば、エクセルで例題の計算は可能である。しかし、食い違

い格子点による 2 次元や 3 次元波動方程式では、数値計算に適したフォートラ

ン等による計算機言語によるプログラミングを必要とする。 
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１章 差分法の基礎 

 

 

 ここでは、差分法の基礎として 1 階と２階微分の１次精度～４次精度の差分

式とその導出方法および、差分式による数値計算上の安定条件（フォン・ノイマ

ン（Von Neumann）によるフーリエ解析法）を説明する。 

数値計算上の安定性と計算精度は別問題である。計算精度は離散間隔に関す

る１次精度や２次精度に依存する。安定性の方は、時間と空間の離散間隔と偏微

分方程式の係数に依存し、この安定性条件を満たさない場合には、いくら時間と

空間の離散間隔を小さくしても、または高次精度の差分式を採用しても、数値計

算は安定しない。 

 

 

1.1 差分式 

 

 偏微分方程式は、変数を離散化した格子点に関する差分式で表すことができ

る。この差分式に初期条件と境界条件を考慮し、差分式を数値的に解くことがで

きる。1 階微分と 2 階微分の差分式を整理すると、表 1.1-1 と表 1.1-2 のように



6 

 

なる。 

 

表 1.1-1 1 階微分の差分式と精度 

精度 1 階微分 

1 次精度 
( ) ( )

( )
u x h u x

u x
h

 （前進差分） 

( ) ( )
( )

u x u x h
u x

h
 （後退差分） 

2 次精度 
( ) ( )

( )
2

u x h u x h
u x

h
（中央差分） 

4 次精度 
( 2 ) 8 ( ) 8 ( ) ( 2 )

( )
12

u x h u x h u x h u x h
u x

h
 

 

表 1.1-2 ２階微分の差分式と精度 

精度 ２階微分 

1 次精度 
2

( 2 ) 2 ( ) ( )
( )

u x h u x h u x
u x

h
（前進差分） 

2 次精度 
2

( ) 2 ( ) ( )
( )

u x h u x u x h
u x

h
（中央差分） 

4 次精度 
2

( 2 ) 16 ( ) 30 ( ) 16 ( ) ( 2 )
( )

12

u x h u x h u x u x h u x h
u x

h
 

 

表 1.1-1 や表 1.1-2 の差分式は、次式のテイラー展開を用いた方法で求められ

る（2n 次精度の形式的差分式の導出は例題 1.1-1 参照）。簡単のため、次式では

1 つの空間変数の関数 ( )u x で示す。記号の簡単化のため、dx hとして、
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x dx x hと表す。 

2 3

( )

1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2! 3!
1

( )
!
n n

u x dx u x u x dx u x dx u x dx

u x dx
n

     (1.1-1) 

上式で , 2 ,dx h h と置くと、次式が得られる。 

2

2

2

2

3 4 (4) 5 (5)

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

( 2 ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) (2 )

( 2 ) ( ) 2 ( ) 2 ( ) ( 2 )

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

6 24 120

u x h u x hu x h u x c h

u x h u x hu x h u x c h

u x h u x hu x h u x c h

u x h u x hu x h u x c h

c h h u x h u x h u x

　　　　　　

      (1.1-2) 

 上式において 1 階微分を左辺に移すと、１階微分の差分式が次式のように求

められる。 

1 1 1 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2

1 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1
( ) ( 2 ) ( ) ( ) (2 )

2 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( 2 ) ( ) ( 2 )

2 2 2

u x u x h u x hu x c h
h h h

u x u x u x h c h
h h h

u x u x h u x hu x c h
h h h

u x u x u x h hu x c h
h h h

　　　　　　

      (1.1-3) 
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上式の上段式を使うと、次式が得られる。 

2( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( )

2 6

u x h u x
u x hu x h u x

h
           (1.1-4a) 

この式右辺の 3 項以降は微小項 2,h h の式であるため、1 次オーダー ( )O h 、2 次オ

ーダー 2( )O h の項として、次式のように表わすものとする。 

2( ) ( )
( ) ( ) ( )

u x h u x
u x O h O h

h
                   (1.1-4b) 

この表現を使うと、次式は 1 次精度の差分式（前進差分式）である。 

( ) ( )
( )

u x h u x
u x

h
                                         (1.1-4c) 

同様に、式(1.1-3)の 2 段目の式から、次式の 1 次精度の後退差分式が得られ

る。 

( ) ( )
( )

u x u x h
u x

h
                   (1.1-4d) 

 式(1.1-3)の上段と 2 段目の式の和および、3 段目と 4 段目の式の和は、次式

のようになる。 

2 4 (5) 5

2 4 (5) 5

( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( ) ( )

2 6 120

( 2 ) ( 2 ) 2 1
( ) ( ) ( ) ( )

4 3 15

u x h u x h
u x h u x h u x O h

h

u x h u x h
u x h u x h u x O h

h

  (1.1-5a) 

上式右辺の 3 項以降は微小長hの 2 次と 4 次項になるので、2 次精度の差分式

（中央差分式）は、次式のようになる。 
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2

2

( ) ( )
( ) ( )

2

( 2 ) ( 2 )
( ) ( )

4

u x h u x h
u x O h

h

u x h u x h
u x O h

h

                               (1.1-5b) 

 ４次精度の中央差分式は、式(1.1-3)の上段と 2 段目の 3 項を消去すると、次

式のように得られる。 

4( 2 ) 8 ( ) 8 ( ) ( 2 )
( ) ( )

12

u x h u x h u x h u x h
u x O h

h
     (1.1-6a) 

ここに、 

4 4 (5)1
( ) ( )

90
O h h u x                                             (1.1-6b) 

 

例題 1.1-1 1 階微分の 2n 精度の差分式の形式的導出 

 

 次式のテイラー展開から差分式の形式的な導出を整理する。 

2

3 2 (2 ) 2 1

1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2!
1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3! (2 )!

n n n

u x jh u x jhu x jh u x

jh u x jh u x O h
n

　　　　　
(A1.1-1.1) 

ここに、 1,2,3, ,2j nとする。 

最初に、上式の ( )u x jh から ( )u x を求めると、次式が得られる。 
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2

2 1 (2 ) 2

2

2 1 (2 ) 2

2

( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( )

2! 3!
1

( ) ( )
(2 )!

( 2 ) ( ) 1 1
( ) 2 ( ) (2 ) ( )

2 2! 3!
1

) ( ) ( )
(2 )!

( 3 ) ( ) 1 1
( ) 3 ( ) (3 )

3 2!

n n n

n n n

u x h u x
u x h u x h u x

h

h u x O h
n

u x h u x
u x h u x h u x

h

h u x O h
n

u x h u x
u x h u x h

h

　　　　　

　　　　　 (2

2 1 (2 ) 2

2

2 1 (2 ) 2

( )
3!

1
) ( ) ( )

(2 )!

( 2 ) ( ) 1 1
( ) 2 ( ) (2 ) ( )

2 2! 3!
1

2 ) ( ) ( )
(2 )!

n n n

n n n

u x

h u x O h
n

u x nh u x
u x nh u x nh u x

nh

nh u x O h
n

　　　　　 (3

　　　　　　　

　　　　　 (

(A1.1-1.2a) 

上式に
2

1

1
n

j
j

C となるような係数 jC を掛けて、全てを足し合わせると、次

式が得られる。 

2 2

1 1
2 2 12 2

2 (2 ) 2 1

1 1

( ) ( )
( ) ( )

2!

( ) ( )
3! (2 )!

n n

j j
j j

nn n
n n

j j
j j

u x jh u x h
u x C u x jC

jh

h h
u x j C u x j C

n
　　　 　

      (A1.1-1.2b) 

ここに、2n次精度のためには、 2 2 1, , , nh h h の項は零でなければならないの

で、係数 jC は、次式から求められる。 

1

2

2 1 2 1
2

1 1 1 1

1 2 2 0

01 2 (2 )n n
n

C

n C

Cn

                (A1.1-1.3b) 

例えば、 1n では、 
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1 2

2
1 2

1 1

2 2

( ) ( ) ( 2 ) ( )
( )

2

( )( 2 ) ( )
2!

1 1 1 2

1 2 0 1

u x h u x u x h u x
u x C C

h h
h
u x C C O h

C C

C C

　　　　　　           (A1.1-1.3c) 

これより、2 次精度の前進差分式は、次式で与えられる。 

( 2 ) 4 ( ) 3 ( )
( )

2

u x h u x h u x
u x

h
                    (A1.1-1.3d) 

 次の例題として、式(A1.1-1.1)の ( )u x jh （ 1,2j ）を使った 2 次精度の

( )u x  の後退差分式を示す。 

2

2 1 (2 ) 2

2

2 1 (2 ) 2

( 2 ) ( ) 1 1
( ) 2 ( ) (2 ) ( )

2 2! 3!
1

(2 ) ( ) ( )
(2 )!

( ) ( ) 1 1
( ) ( ) ( )

2! 3!
1

( ) ( )
(2 )!

n n n

n n n

u x h u x
u x h u x h u x

h

h u x O h
n

u x h u x
u x h u x h u x

h

h u x O h
n

　　　　　

　　　　　

  (A1.1-1.4a) 

係数 jC を掛けて、全てを足し合わせると、次式が得られる。 

2 1

2
2 1

2 2

1 1

( 2 ) ( ) ( ) ( )
( )

2
1
( )(2 ) ( )

2!
1 1 1 1

2 1 0 2

u x h u x u x h u x
u x C C

h h

h u x C C O h

C C

C C

　　　　     (A1.1-1.4b) 

これより、2 次精度の後退差分式は、次式で与えられる。 

3 ( ) 4 ( ) ( 2 )
( )

2

u x u x h u x h
u x

h
                    (A1.1-1.4d) 

上記事項の後退・前進差分式を一般化する。式(A1.1-1.1)の ( )u x jh も考
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慮したテイラー展開から ( )u x を求めると、次式が得られる。 

2 1
(2 ) 2

2 1
(2 ) 2

2 1
(2 )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2!
( )

( ) ( )
(2 )!

( ) ( )
( ) ( )

2!
( )

( ) ( )
(2 )!

( ) ( )
( ) ( )

2!
( )

(2 )!

n
n n

n
n n

n
n

u x kh u x k h
u x u x

kh
kh

u x O h
n

u x h u x h
u x u x

h
h

u x O h
n

u x h u x h
u x u x

h
h

u
n

　

　　　　　

　　　　　　　

　　　　　

　　　　　 2

2 1
(2 ) 2

( ) ( )

( (2 ) ) ( ) (2 )
( ) ( )

(2 ) 2!

((2 ) )
( ) ( )

(2 )!

n

n
n n

x O h

u x n k h u x n k h
u x u x

n k h

n k h
u x O h

n

　　　　　　　

　　　　　
   (A1.1-1.5a) 

上式に
2

1
n k

j
j k

C となるような係数 jC を掛けて、全てを足し合わせると、次

式が得られる。 

2 2

2 1 2
(2 ) 2 1 2

( ) ( )
( ) ( )

2!

( ) ( )
(2 )!

n k n k

j j
j k j k

n n k
n n n

j
j k

u x jh u x h
u x C u x jC

jh

h
u x j C O h

n

　

　　　　　

(A1.1-1.5b) 

上式で、2n精度のためには、 2 2 1, , , nh h h の項は零でなければならないので、

係数 jC は、次式から求められる。 
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1 1 1

2 2 2 2 2

3 3 3 3 3

2 1 2 1 2 12 1 2 1

1 1 1 1 1

1 ( 1) 1 (2 )

( ) ( 1) ( 1) 1 (2 )

( ) ( 1) ( 1) 1 (2 )

( ) ( 1) (2 )( 1) 1n n nn n

k

k

k k n k

k k n k

k k n k

k k n k

C

C

　　　　　　　　　

1

2

3

2

1

0

0

0

0

k

k

n k

C

C

C

 (A1.1-1.5c) 

したがって、2n次精度の 1 階微分の後退差分式は、次式で与えられる。 

2
2( ) ( )

( ) ( )
n k

n
j

j k

u x jh u x
u x C O h

jh
                  (A1.1-1.5d) 

 

ここで、寄り道をする。前進差分式や後退差分式は 1 次精度であり、中央差分

式は 2 次精度になるという「格子と微分の評価点の関係」（図 1.1-1 参照）を考

慮すると、前進差分式や後退差分式においても、微分評価点をその中間点に取れ

ば、次式の 2 次精度の中央差分式になることを覚えておくとよい。 

2

2

( ) ( )
( / 2) ( )

( ) ( )
( / 2) ( )

u x h u x
u x h O h

h

u x u x h
u x h O h

h

                (1.1-7a) 
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図 1.1-1 差分格子点（●）と微分の評価点（○：差分格子点の中間点） 

 厳密には、上式は次式のテイラー展開の差から求められる式において、

/ 2x x h と置き換えて求められる（2n 次精度の形式的中間点評価の差分式

の導出は例題 1.1-2 参照）。 

2

2

1
( / 2) ( ) ( ) ( )

2 8

1
( / 2) ( ) ( ) ( )

2 8

h
u x h u x u x h u x

h
u x h u x u x h u x

                 (1.1-7b) 

ここに、中間点での微分評価による高次精度の 1 階微分の差分式を例題 1.1-2

に示す（5 章以降の食い違い格子差分式による波動方程式の高精度化に利用で

きる）。 
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例題 1.1-2 1 階微分の中間点評価の差分式の精度 

  

次式のような関数 ( / 2)u x jh のテイラー展開から、１階微分の中間点評

価の差分式を整理する。 

2

3 2
(2 ) 2 1

1
( ) ( ) ( )

2 2 2 2!

1 1
( ) ( ) ( )

2 3! 2 (2 )!

n
n n

jh jh jh
u x u x u x u x

jh jh
u x u x O h

n
　　　　　

(A1.1-2.1) 

ここに、 1,3,5,j とする。 

 上式から ( )u x を求めると、次式が得られる。 

2

2 2
(2 1)

2

2 2
(2 1)

( / 2) ( / 2) 1
( ) ( )

2 3!

1
( )

2 (2 1)!

( 3 / 2) ( 3 / 2) 3 1
( ) ( )

3 2 3!

3 1
( )

2 (2 1)!

n
n

n
n

u x h u x h h
u x u x

h

h
u x

n

u x h u x h h
u x u x

h

h
u x

n

　　　　　　　

　　　　　　　

　　　
2

2 2
(2 1)

( / 2) ( / 2) 1
( ) ( )

2 3!

1
( )

2 (2 1)!

n
n

u x jh u x jh jh
u x u x

jh

jh
u x

n

　　　　　　

　　　　　　　

  (A1.1-2.2a) 

上式に
2 1

1

1
n

j
j

C となるような係数 jC を掛けて、全てを足し合わせると、次
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式が得られる。 

2 1 2 1

1 1
2 2 2 1

(2 1) (2 2) 2

1

( / 2) ( / 2)
( )

1
( ) ( )

2 (2 1)!

n n

j j
j j

n n
n n n

j
j

u x jh u x jh
u x C C

jh

h
u x j C O h

n
　　　　　

(A1.1-2.3a) 

ここに、係数 jC は、次式から求められる。 

1
2 2

3

2 2 2 2
2 1

1 1 1 1

1 3 (2 1) 0

01 3 (2 1)n n
n

C

n C

Cn

        (A1.1-2.3b) 

例えば、 

1 1
2

3 3

1 1 1 9 1 1 9 / 81
0 1 1 0 1/ 81 3 8

C C

C C
     (A1.1-2.3c) 

1
2 2

3
4 4

5

1

3

5

1 1 1 1

1 3 5 0

01 3 5

75 11.333 0.333 1
1

12.5 13 0.333 0
64

1.5 1.666 0.1666 0

C

C

C

C

C

C

　　　　　

75 / 64

25 / 128

3 / 128

   (A1.1-2.3d) 

式(A1.1-1.3a)は、 2 1, 1,2,3,j l l として、次式のように書き変えて

用いることも多い。 

2 1
1

2 1
2 1

1
( ) ( ( (2 1) / 2) ( (2 1) / 2))

2 1

n

l
l

l
l

u x c u x l h u x l h
h
C

c
l

 (A1.1-2.4) 
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上式で、 1l （ 1n ）では 1 1c であり（式(A1.1-1.2a)上段式に相当す

る）、次式の 2 次精度の差分式（中央差分式）となる。 

( / 2) ( / 2)
( )

u x h u x h
u x

h
                         (A1.1-2.5a) 

2n では 1 2( , ) (9 / 8, 1/ 24)c c であり、次式の４次精度の差分式となる。 

9
( ( / 2) ( / 2))1 8( )
1
( ( 3 / 2) ( 3 / 2))

24

u x h u x h
u x

h u x h u x h
               (A1.1-2.5b) 

3n では 1 2 3( , , ) (75 / 64, 25 / 384,3 / 640)c c c であり、次式の 6 次精度の差

分式となる。 

75
( ( / 2) ( / 2))

64
1 25

( ) ( ( 3 / 2) ( 3 / 2))
384
3
( ( 5 / 2) ( 5 / 2))

640

u x h u x h

u x u x h u x h
h

u x h u x h

           (A1.1-2.5c) 

4n では 1 2 3 4( , , , ) (1225 /1024, 245 / 3072,49 / 5120, 5 / 7168)c c c c であ

り、次式の 8 次精度の差分式となる。 

1225
( ( / 2) ( / 2))

1024
245
( ( 3 / 2) ( 3 / 2))1 3072( )

49
( ( 5 / 2) ( 5 / 2))

5120
5
( ( 7 / 2) ( 7 / 2))

7168

u x h u x h

u x h u x h
u x

h u x h u x h

u x h u x h

          (A1.1-2.5c) 

 参考までに、１０と１２次精度の係数は、式(A1.1-1.3b)を解いて、次式の
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ように求められる。 

1
1

2
2

3
3

4
4

5
5

6

160083 / 13
19845 / 16384

735 / 8192

567 / 40960 ,

405 / 229376

35 / 294912

c
c

c
c

c
c

c
c

c
c

c

1072

12705 / 131072

22869 / 131072

5445 / 1835008

847 / 2359296

63 / 2883584

      (A1.1-2.5d) 

 

2 階微分の差分式の説明に移る。式(1.1-2)の上段と 2 段の式を 2 階微分に関

して次式のように書き直す。 

2

2

2

2

2 2 1
( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

3

2 2 1
( ) ( ( ) ( )) ( ) ( )

3

1 2 4
2 ( ) ( ( 2 ) ( )) ( ) ( )

3

1 2 4
2 ( ) ( ( 2 ) ( )) ( ) ( )

3

u x u x h u x u x hu x
hh

u x u x h u x u x hu x
hh

u x u x h u x u x hu x
hh

u x u x h u x u x hu x
hh

        (1.1-8) 

上式の 3 段目の式から上段式を差し引くと、次式が得られる。 

2

( 2 ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

u x h u x h u x
u x hu x

h
             (1.1-9a) 

また、上段と 2 段目の式の和より、次式が得られる。 

2 (4)

2

( ) 2 ( ) ( ) 1
( ) ( )

12

u x h u x u x h
u x h u x

h
          (1.1-9b) 
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したがって、次式のように 1 次と 2 次精度の 2 階微分の差分式が得られる。 

2

2

2

( 2 ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

( ) 2 ( ) ( )
( ) ( )

u x h u x h u x
u x O h

h

u x h u x u x h
u x O h

h

                    (1.1-9c) 

 １階微分の中央点評価の差分式を使うと、次式のように 2 階微分の 2 次精度

の中央差分式が得られる。 

2

2

( / 2) ( / 2)
( )

( ) ( ) ( ) ( )

( )

( ) 2 ( ) ( )
( )

u x h u x h
u x

h
u x h u x u x u x h

h h O h
h

u x h u x u x h
O h

h

              (1.1-10)  

 4 精度の 2 階微分の差分式は、７階微分までのテイラー展開をして、微小長
3h

までの項を消去して求めることができる。ここでは、次式の結果のみを示す。 

4

2

( 2 ) 16 ( ) 30 ( ) 16 ( ) ( 2 )
( ) ( )

12

u x h u x h u x u x h u x h
u x O h

h
              

(1.1-11) 

 

 

1.2 差分式の安定性 

 

 差分式の数値計算上の安定性を調べる有用な方法は、フォン・ノイマン（Von 
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Neumann）のよるフーリエ解析法である。ただし、この方法は、線形系の方程

式にしか使えない。この方法を空間と時間の関数 ( , )u x t で説明すると、以下のよ

うになる。 

空間のみに関するフーリエ変換は、次式で与えられる。 

 

1
( , ) ( , )e

2

( , ) ( , )e

i x

i x

u x t U t d

U t u x t dx

                                (1.2-1) 

ここで、時間と空間の離散点 ,n jt ndt x jdxにおける ( , )u x t を ( , ) n
j n ju x t u  

と表す。この離散点の波数領域の解を次式のように表すものとする。 

( , ) ( )en n i jdx
j n ju x t u U                                 (1.2-2a) 

この表現を使うと、次の時刻の離散点の波数領域の解は、次式で表される。 

1 1
1( , ) ( )en n i jdx

j n ju x t u U                            (1.2-2b) 

同じ空間座標点における波数領域の解が、時間ステップの増加による増幅率

は、次式で与えられる。 

1 1( )
( )

( )

n n
j

n n
j

u U

u U
                                    (1.2-3a) 

| ( ) | 1であれば、時間ステップの増加に対して、振幅が減少または一定なの

で、数値計算上の安定性が保証される。これが、フォン・ノイマンの条件である。 

 具体的には、差分式に ( )en n i jdx
ju U  を代入して増幅率を求めるため、簡単
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化して、次式のように増幅率を与える場合が一般的である。 

1

( ) ,
n

n

U
jdx

U
                                   (1.2-3b) 

後で示す次式の拡散方程式を時間微分は 1 次精度、空間 2 階微分は中央差分

式で表す場合、増幅率は以下のようになる。 

2

2

( , ) ( , )u x t u x t
a

t x
                                      (1.2-4) 

離散点 , , 0, , , 1, , 1n jt ndt x jdx n N j J における差分式は、次式のよ

うになる。 

1 1 1 1
1 1

2

2n n n n n
j j j j ju u u u u

a
dt dx

                          (1.2-5) 

この差分式は、時刻 nt ndtの値 n
ju から直接的に 1n

ju  が求められない構造に

なっているので、陰の差分式と呼ばれる。 

ここで、 2/r adt dx として、上式を書き変えると、次式のようになる。 

1 1 1
1 1(1 2 )n n n n

j j j jru r u ru u                          (1.2-6a) 

上式に波数領域の解 en n i jdx
ju U を代入すると、次式が得られる。 

1( e (1 2 ) e )i i n nr r r U U

dx
                         (1.2-6b) 

上式をオイラーの公式を使って三角関数で表すと、次式のようになる。 

2 1(1 4 sin / 2) n nr U U                                 (1.2-6c) 
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したがって、増幅率は、 

1

2

1
( )

1 4 sin / 2

n

n

U

U r
                            (1.2-6d) 

上式では、 24 sin / 2 0r が成立するので、 | ( ) | 1となる。このことは

2/dt dx  の値に依存せずに数値的に安定を意味するので、これを無条件安定と

呼ぶ。 

 その他、次式のクランク・ニコルソン（Crank・Nicolson）の差分式も、無条

件安定の差分式である。 

1 1 1 1
1 1 1 1

2 2

2 2

2 2

n n n n n n n n
j j j j j j j ju u u u u u u ua a

dt dx dx
      (1.2-7a) 

上式を書き変えると、次式のようになる。 

1 1 1
1 1 1 12(1 ) 2(1 )n n n n n n

j j j j j jru r u ru ru r u ru     (1.2-7b) 

上式に波数領域の解 en n i jdx
ju U を代入すると、次式が得られる。 

1( e 2(1 ) e ) ( e 2(1 ) e )i i n i i nr r r U r r r U

dx
        (1.2-7c) 

上式を三角関数で表すと、次式のようになる。 

2 1 2(1 2 sin / 2) (1 2 sin / 2)n nr U r U                  (1.2-7d) 

したがって、増幅率は、 

1 2

2

1 2 sin / 2
( )

1 2 sin / 2

n

n

U r

U r
                            (1.2-7e) 
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2sin / 2 0r なので、分母 1、分子 1となるので、| ( ) | 1である。これ

より、クランク・ニコルソンの差分式は無条件安定となる。 

 上式の中央差分式右辺の時刻を nt ndtの値に置き換えた次式の中央差分式

の安定性は、無条件安定とはならないことを以下に示す。 

1
1 1

2

2n n n n n
j j j j ju u u u u

a
dt dx

                            (1.2-8a) 

この差分式は時刻 nt ndtの値から時間ステップの値が求められる簡単な構造

になっているので陽の差分式と呼ばれる。 

 陰の差分式と同様に上式の陽の差分式を書き変えると、次式のようになる。 

1
1 1( 2 )n n n n n

j j j j ju u r u u u                            (1.2-8b) 

上式に波数領域の解 en n i jdx
ju U を代入すると、次式が得られる。 

1 (1 (e e 2))n i i nU r U

dx
                            (1.2-8c) 

上式は次式のように表される。 

1 2(1 4 sin / 2)n nU r U                                 (1.2-8d) 

したがって、増幅率は、 

1
2( ) 1 4 sin / 2

n

n

U
r

U
                              (1.2-8e) 

安定条件は、| ( ) | 1なので、この場合には無条件安定とはならずに、次式の条
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件を満たさなければならない。 

24 sin / 2 2r                                            (1.2-8f) 

上式の条件において、 20 sin / 2 1なので、厳しい条件として最大値を採用

すると、係数は次式を満足する必要となる。 

2

2

1 1
/

2 2

dt
r adt dx

adx
                              (1.2-8g) 

上式を満足するように ,dt dx  を決める必要がある（分母は
2dx なので、dxを小さ

く取ると分母はその 2 乗で大きくなることに注意せよ）。この条件は、数値計算

上の安定条件であって、計算精度（微分の 1 次精度、2 次精度、4 次精度の差分

式に依存）を示すものではないことにも注意せよ。 
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２章 時間と１空間変数の偏微分方程式 

 

 

 ここでは、3 章以後の波動方程式の前に、差分式の適用として簡単な時間と１

空間変数 ( , )u x t の拡散方程式（熱伝導方程式）を取り上げて、3 つの差分表示を

求める。また、数値計算例により、安定条件について考察する。 

 

 

2.1 拡散方程式と厳密解 

 

次式の拡散方程式の初期条件と境界条件を満たす解析解を説明する。 

2

2

( , ) ( , )u x t u x t
a

t x
                                       (2.1-1a) 

初期条件： ( ,0) sinu x x                                  (2.1-1b) 

境界条件： (0, ) (1, ) 0u t u t                                (2.1-1c) 

この厳密解は、次式で与えられる。 

2

( , ) sin e a tu x t x                                        (2.1-2) 

上式の厳密解は、次式の変数分離により、以下のように求めたものである。 
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( , ) ( ) ( )u x t X x T t                                                (2.1-3a) 

これを拡散方程式に代入・整理すると、時間のみの関数が空間変数のみの関数に

等しい式が得られる。この式は次式のように定数でなければならない(両辺を時

間、または空間で微分すると零となるので定数でなければならない)。 

2
2

2

1 1dT d X

aT dt X dx
                                        (2.1-3b) 

上式より、次式が成り立つ。 

2
2 2

2
0,

d X dT
X a T

dtdx
                                 (2.1-3c) 

上式の一般解は、次式で与えられる。 

2
1 2

3

cos sin

e a t
X C x C x

T C
                                      (2.1-3d) 

したがって、次式が拡散方程式の一般解となる。 

2

( , ) ( cos sin )e a tu x t A x B x                               (2.1-3e) 

初期条件より、 0, 1,A B となり、境界条件も満たす解は次式である。 

2

( , ) sin e a tu x t x                                            (2.1-3f) 

 

 

2.2 差分式による解法 
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 この場合、時間と空間を ,dt dx  の間隔で離散化し、離散点 ,n jt ndt x jdx

における ( , )u x t  を ( , ) n
j n ju x t u  と表す。なお、 0,1, , 0,1,n N j J

とする。初期条件は
0
ju 、境界条件は 0 ,

n n
Ju u である。 

拡散方程式の差分式として、次式のような時間に関する 1 次精度、時刻 1nt と

nt における空間に関する 2 次精度の中央差分式の重みp  の平均値を与える。 

1 1 1 1
1 1 1 1

2 2

2 2
(1 )

n n n n n n n n
j j j j j j j ju u u u u u u u

p p
dt dx dx

   (2.2-1) 

重み 1p は、上式右辺の第 1 項のみ（時間 1 次精度と空間 2 次精度の陽差分

式）、 0p は、第2項のみ（時間1次精度と空間2次精度の陰差分式）、 1/ 2p

は、クランク・ニコルソン（Crank・Nicolson）の差分式となる。 

クランク・ニコルソンの差分式左辺の時間微分は 1次精度のように見えるが、

時間の中間点 1/ 2n で評価した 2 次精度の差分式である。ただし、時間の中

間点は存在しないため、右辺の空間 2 階微分の 2 次精度の中央差分式の時刻n

と 1n の平均値を用いているのが特徴である。クランク・ニコルソンの差分式

は、無条件安定であることが広く知られており、拡散方程式の差分式としてよく

用いられる。3 つの重み毎の差分式の模式図を示すと図 2.2-1 のようになる。 
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(a) FTCS (p=1)       (b)BTCS (p=0)           (c) CN (p=1/2) 

 

図 2.2-1 拡散方程式の 3 つの差分式の模式図 

（●：時刻 n の値、〇: 時刻 n+1 の値、FTCS(Forward Time Centered Space)、

BTCS(Backward Time Centered Space)、CN(Crank-Nicolson)） 

 

上式の差分式より、左辺が時刻 1nt の値、右辺が時刻 nt の値となるように整理

すると、次式が得られる。 

1 1 1
1 1

1 1

(1 2 )

(1 2 )

n n n n
j j j j

n n n
j j j

rpu rp u rpu v

rqu rq u rqu　　　　　　　　　
               (2.2-2a) 

ここに、 

2
, 1

adt
r q p
dx

                                            (2.2-2b) 

 上式は 3 地点 1 1, ,j j jx x x を含んだ時間に関する漸化式なので、初期条件と境

界条件から次の時刻と他点の値が求められる。このことをわかり易くするため

に、上式を次式の行列で表す。なお、次式では、境界条件
0 0n n

Ju u を考慮し

ているので、 1,2, , 1j J となっている。 
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1
1 1
1

2 2

1
2 2
1
1 1

(1 2 ) 0

(1 2 )

(1 2 )

0 (1 2 )

n n

n n

n n
J J
n n
J J

u vrp rp

rp rp rp u v

rp rp rp u v
rp rp u v

(2.2-2c) 

 

1 1

2 2

2 2

1 1

(1 2 ) 0

(1 2 )

(1 2 )

0 (1 2 )

n n

n n

n n
J J
n n
J J

v urq rq

v rq rq rq u

rq rq rqv u
rq rqv u

 (2.2-2d) 

 

上式より、 n
ju を与えで n

jv  を求め、この n
jv  を上式上段に代入し、 1n

ju を求める

ことができる。 

 

 

2.3 数値計算例 

 

（１）重み 1p の場合（陰の中央差分式） 

 この場合、次式の漸化式となる。フォン・ノイマンの安定条件は無条件安定 

である。 

1 1 1
1 1(1 2 )n n n n

j j j jru r u ru u                              (2.3-1a) 
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行列表示すると、次式のようになる。 

1
1 1
1

2 2

1
2 2
1
1 1

(1 2 ) 0

(1 2 )

(1 2 )

0 (1 2 )

n n

n n

n n
J J
n n
J J

u ur r

r r r u u

r r r u u
r r u u

   (2.3-1b) 

 数値計算では、 1a とし、以下の離散化パラメータとする。 

2 2

0.1, 0.02

10, 2

0.02
1 2
(0.1)

dx dt

J N

dt
r a

dx

                                          (2.3-1c) 

 

（２）重み 1/2p の場合（クランク・ニコルソンの差分式） 

この場合、次式の漸化式となる。フォン・ノイマンの安定条件は無条件安定 

である。 

1 1 1
1 1

1 1

1 1
(1 )

2 2
1 1

(1 )
2 2

n n n n
j j j j

n n n
j j j

ru r u ru v

ru r u ru　　　　　　　　　　　
            (2.3-2a) 

行列表示すると、次式のようになる。 

1
1 1
1

2 2

1
2 2
1
1 1

(1 ) / 2 0

/ 2 (1 ) / 2

/ 2 (1 ) / 2

0 / 2 (1 )

n n

n n

n n
J J
n n
J J

u vr r

r r r u v

r r r u v
r r u v

  (2.3-2b) 
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1 1

2 2

2 2

1 1

(1 ) / 2 0

/ 2 (1 ) / 2

/ 2 (1 ) / 2

0 / 2 (1 )

n n

n n

n n
J J
n n
J J

v ur r

v r r r u

r r rv u
r rv u

    (2.3-2c) 

 

数値計算では、中央差分式と同じ値を用いる。 

これも行列を使って連立 1 次方程式を解く方法も考えられるが、漸化式から

解く方が数値計算上楽である。 

 図 2.3-1 は、拡散方程式の厳密解と中央差分式、クランク・ニコルソンの差分

式の 3 つを時刻 0, 0.02, 0.04, 0.08t 毎に比較した結果を示す。実線は厳密解、破

線は中央差分式、一点破線はクランク・ニコルソンの差分式による結果を示す。 

 この図から、破線の中央差分式の結果は、時間の経過につれて厳密解からの誤

差が見られる。しかし、一点破線のクランク・ニコルソン差分式の数値解は、厳

密解との誤差はないように見えるので、クランク・ニコルソン差分式の精度は高

い。 
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図 2.3-1  拡散方程式の厳密解と中央差分式、クランク・ニコルソンの差分式の

3 つの解の時刻 0, 0.02, 0.04, 0.08t 毎の比較（実線は厳密解、破線は

中央差分式、一点破線はクランク・ニコルソンの差分式） 

 

 図 2.3-2 は、 (0.5, )u t の厳密解と中央差分、クランク・ニコルソンの差分による

数値解を比較したものである。実線の厳密解と一点破線のクランク・ニコルソン

（CN）の数値解は、ほぼ同じであるが、破線の中央差分の数値解の精度はやや

落ちる。 
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図 2.3-2 (0.5, )u t の厳密解と中央差分、クランク・ニコルソンの差分式による数

値解の比較 

 

（３）重み 0p の場合（陽の中央差分式） 

 この場合、次式の漸化式となる。また、フォン・ノイマンの安定条件は次式で

ある。 

2

1

2

dt

adx
                                                    (2.3-3a) 

1
1 1( 2 )n n n n n

j j j j ju u r u u u                          (2.3-3b) 

行列表示すると、次式のようになる。 
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U(0.5,t)

厳密解

中央差分

CN



34 

 

1
1 1
1

2 2

1
2 2
1
1 1

(1 2 ) 0

(1 2 )

(1 2 )

0 (1 2 )

n n

n n

n n
j J
n n
j J

u ur r

u r r r u

r r ru u
r ru u

   (2.3-3c) 

 

数値計算では、中央差分式と同じ値を用いる。これも行列を使って連立 1 次

方程式を解く方法も考えられるが、漸化式から解く方が数値計算上容易である。 

 この数値計算では、次式のように安定条件を満たしていない。 

2 2

1 0.02 1
2 0.5( )

2 2(0.1)

dt

a adx
                            (2.3-3d) 

事実、(0.5, )u t の厳密解と陽の差分式の結果を比較した図2.3-3のように時刻 0.34

以後、数値計算は発散する。 

 

図 2.3-3 (0.5, )u t の厳密解と陽の差分式による数値解の比較 
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 そこで、安定条件を満たすように次式の値を使った陽の差分式の計算をする

と、図 2.3-4 のように発散しなくなる。実線は厳密解、破線は陽の中央差分式の

結果を示す。 

2 2

1 0.006 1
0.384 0.5( )

2 2(0.125)
0.384

dt

a adx
r

                     (2.3-3e) 

 
図 2.3-4 (0.5, )u t の厳密解と安定条件を満たす格子間隔による陽の差分式の解の

比較 

 

 

 

 

 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0 0.1 0.2 0.3 0.4

u
(0

.5
,t

)

t

U(0.5,t)

厳密解

陽の差分



36 

 

３章 １次元波動方程式 

 

 

 1 次元波動方程式の変位に関する時間と空間の 2 次精度の中心差分式の数値

計算上の安定条件（CFL 条件）の説明と数値計算例を示す。 

 

 

3.1 波動方程式の差分式 

 

 次式の波動方程式の差分式を求める。 

2 2

2 2 2

1 u u

C t x
                                                    (3.1-1) 

時間と空間に関する 2 次精度の中心差分式は次式のようになる。 

1 1
1 1

2 2 2

2 21
n n n n n n
j j j j j ju u u u u u

C dt dx
                       (3.1-2a) 

上式から、次式の漸化式が得られる。 

1 1 2
1 12 ( 2 )n n n n n n

j j j j j ju u u r u u u
                        (3.1-2b) 

ここに、 

Cdt
r

dx
                                                           (3.1-2c) 
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この漸化式により、時刻 1,n nt t の変位から時刻 1nt の変位が得られる。したがっ

て、時刻 0 1, ( 1,2)t t n の初期変位が与えられると、逐次的に変位の時間と空間変

化が求められる。 

ここで、1.2 節のフーリエ変換を用いたフォン・ノイマンの数値計算上の安定

性を調べておく。 

( )en n i jdx
ju U                                             (3.1-3a) 

上式を差分式に代入すると、次式が得られる。 

2 21
( ) 2(1 2 sin / 2)

( )
r                              (3.1-3b) 

上式を整理すると、次式の増幅率 ( )に関する 2 次方程式が得られる。 

2 2( ) 2(1 2 ) ( ) 1 0                                  (3.1-4a) 

ここに、 

1

1

, , sin / 2

( )
n n

n n

Cdt
dx r r

dx
U U

U U

                          (3.1-4b) 

上式の 2 次方程式の根から、次式の 2 つの増幅率が得られる。 

2 2

2 2

1 2 2 1 , | | 1
( )

1 2 2 1, | | 1

i
                         (3.1-4c) 

この根を考察すると以下のようになる。 

１） 1の場合（ / 1Cdt dx の時、無条件安定）： 
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2 2 2 2 2| ( ) | (1 2 ) 4 (1 ) 1                              (3.1-4d) 

したがって、 1 2| ( ) | | ( ) | 1なので、| | 1の時、無条件安定となる。安全

側の評価として、| sin / 2 | 1とすると、 / 1Cdt dx の時、無条件安定となる。

この条件は、CFL 条件（Courant-Friedrichs-Lewy）とも呼ばれ、あくまでも安

定条件で、数値計算精度を示すものではない。 

２） 1の場合（ / 1Cdt dx の時、不安定）： 

2 2
1

2 2
2

( ) 1 2 2 1

( ) 1 2 2 1
                               (3.1-4e) 

この場合、2 つの異なる根は実数で、かつ 1 2( ) ( ) 1が成立する。したがって、

1 2| ( ) |,| ( ) |の一方は 1 より大きくなり、不安定である。 

 

 

3.2 数値計算例 

 

（１）計算で用いる波動方程式の解析解 

  次式の初期条件と境界条件の波動方程式の厳密解を求める。 

2 2

2 2 2

1
, (0 1)

u u
x

C t x
                                    (3.2-1a) 

初期条件：
( ,0)

( ,0) sin , 0
u x

u x x
t

                         (3.2-1b) 
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境界条件： (0, ) (1, ) 0u t u t                                    (3.2-1c) 

基本的には、変数分離法を使うが、この場合の初期条件を考慮して、次式を仮

定する。 

( , ) ( )sinu x t a t x                                                (3.2-2a) 

これを波動方程式に代入すると、次式が得られる。 

2
2

2
( ) 0

d a
C a

dt
                                                (3.2-2b) 

この一般解は、次式で与えられ。 

( ) cos sin

( )
sin cos

a t A C t B C t

da t
AC C t BC C t

dt

                         (3.2-2c) 

初期条件より、 sin , 0A x B が得られるので、初期条件と境界条件を満たす

解は、次式で与えられる。 

( , ) sin cosu x t x C t                                            (3.2-2d) 

 図 3.2-1 は、上式の厳密解において 1C の時の時刻ｔ＝0，0.2，0.4，0.6，

0.8，1.0 毎の変位の厳密解を示す。 
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図 3.2-1 初期条件と境界条件下での波動方程式（弦の振動）の厳密解 

 

（２）差分式による解 

時間と空間に関する 2 次精度の中心差分式は次式のようになる。 

1 1
1 1

2 2 2

2 21

( 1, , 0, )

n n n n n n
j j j j j ju u u u u u

C dt dx

j J n N

                  (3.2-3a) 

上式から、次式の漸化式が得られる。 

1 1 2
1 12 ( 2 )n n n n n n

j j j j j ju u u r u u u
                     (3.2-3b) 

ここに、 

Cdt
r

dx
                                                 (3.2-3c) 

上式の漸化式は、時刻 1,n nt t の 2 つ前までの時刻の変位から時刻 1nt の変位を
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求める構成式となっている。このため、次式のようにテイラー展開を用いて、初

期条件の変位と速度および波動方程式を利用した漸化式を考慮しなければなら

ない。 

2
2 3

2

( ,0) 1 ( ,0)
( , ) ( ,0) ( )

2!

u x u x
u x dt u x dt dt O dt

t t
          (3.2-4a) 

上式に初期条件の変位と速度（今回の例題は、 ( ,0) 0u x ）および波動方程式を

考慮すると、次式が得られる。 

2 2 2

2

( ,0)
( , ) ( ,0)

2!

C dt u x
u x dt u x

x
                            (3.2-4b) 

上式を差分式（2 階微分は中央差分式を使う）に書き直すと、次式が得られる。 

2
1 0 0 0 0

1 1( 2 )
2j j j j j

r
u u u u u                                (3.2-4c) 

この差分式の右辺は、時刻 0t の初期条件のみのため、これより時刻 1t の変位が求

められる。したがって、初期条件のみから、 0 1( sin ),j ju x u が求められ、 2
ju 以降

の時刻の変位は、波動方程式の漸化式(3.2-3b)から計算できる。この計算におい

ては、境界条件 0 1 0n n
Ju u を忘れてはならない。以下にこの手順を列記する。 

(a) 境界条件 0 1 0n n
Ju u を入力する。 

(b) 初期条件 0( sin )ju x と
2

1 0 0 0 0
1 1( 2 )

2j j j j j

r
u u u u u より、 1

ju を求める。 

(c) 漸化式
1 1 2

1 12 ( 2 )n n n n n n
j j j j j ju u u r u u u より、 2 3 1, , n

j j ju u u を求め

る。 
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 差分法の数値安定性には、ＣFL 条件 / 1r Cdt dx が重要である。図 3.2-2

は、 1C として、 0.5, 1.0, 5.0r の 3 つの場合の時間間隔と空間間隔の関係を

示す。 1.0r では数値計算上安定であるが、精度は良くない。そこで、以下には

精度良く数値計算上安定な 0.5r の場合と、数値計算上不安定な 5r （計算精

度も悪いのは当然である）の場合の 2 つの例題を示す。 

 

 
図 3.2-2 1C の時の 0.5, 1.0, 5.0r  の 3 つの場合の時間間隔と空間間隔の関

係（ＣFL 条件の時間間隔と空間間隔： 1.0r 安定、 1.0r 不安定） 

  

（３）安定条件を満たす数値計算例 

 数値計算例として、ＣFL 条件 / 1Cdt dx を満足する次式の条件の差分式の解

を示す。 
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1, 0.05, 0.1, 0.5 1
Cdt

C dt dx r
dx

             (3.2-5a) 

初期条件： 0 1( sin ), ,( 1, 9)j ju x u j                        (3.2-5b) 

境界条件：
0 0
0 1
1 1
0 1

( sin ), ,( 0,9)

, ,( 0,9)
J

J

u x u j

u u j
                       (3.2-5c) 

図 3.2-3 は、上式の初期条件と境界条件を考慮した 0 1( sin ),j ju x u  を示す。

横軸の両端が境界条件を満たす時刻 0 1,t t の変位
0 0 1 1
0 10 0 10( , ),( , )u u u u である。 

 

図 3.2-3  初期条件と境界条件を考慮した 0 1( sin ),j ju x u  

 

図 3.2-4 時刻 t=0，0.2，0.4，0.6，0.8，1.0 における差分法による変位 
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図 3.2-4 は、 2
ju 以降の時刻の変位を波動方程式の漸化式から求めたものを示

す。 

図 3.2-5 は、時刻 t=0，0.4，0.6，1.0 の 4 時刻における厳密解（実線や破線）

と差分法による変位（○）の比較を示す。この図より両者の完全一致がわかる。 

 

図 3.2-5 時刻 t=0，0.4，0.6，1.0 の 4 時刻における厳密解（実線や破線）と差

分法による変位（○）の比較 

 

(４) 安定条件を満たさない数値計算例 

 次の数値計算例として、ＣFL 条件 / 1Cdt dx を満足しない次式の条件の差分

式の解を示す。離散化の時間間隔と空間間隔を小さくすると、数値計算の安定性

は増すように思われがちであるが、CFL 条件を満たさなければ差分法の数値安

定性は無くなることを示す例題である。 

1, 0.05, 0.01, 5 1
Cdt

C dt dx r
dx

          (3.2-6a) 
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初期条件： 0 1( sin ), ,( 1, 9)j ju x u j                      (3.2-6b) 

境界条件：
0 0
0 1
1 1
0 1

( sin ), ,( 0,9)

, ,( 0,9)
J

J

u x u j

u u j
                       (3.2-6c) 

 図 3.2-6 は、時刻 t=0，0.2，0.4 における差分法による変位を示す。図を見や

すくするために、横 x=0～1 を 0.1 刻み（j=0，10，20，～100）の点の値をプロ

ットして曲線で表示している。この図から、時刻 t=0.2 までの解は厳密解と同じ

であるが、時刻 t=0.4 以降の解は不安定であることが読み取れる。 

 

図 3.2-6 時刻 t=0，0.2，0.4 における差分法による変位 

 

 

3.3 材料減衰定数の導入 

 

 せん断歪とせん断歪速度に比例する Voigt モデルの場合、せん断応力は次式
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で表される。なお、 ＝せん断剛性率、 ＝せん断歪速度に比例するせん断剛

性率、 ＝せん断歪とする。 

d

dt
                                                 (3.3-1) 

せん断歪が振動数 の調和振動 e i tの場合、せん断応力は次式で与えられる。 

( ) (1 2 )i i D                              (3.3-2a) 

ここに、2 /D で、Dは 1 質点振動系の減衰定数に相当する。地震学で

は、粘弾性体の減衰をQ値で表す。両者の関係は、次式で与えられる。 

1

2
D

Q
                                                (3.3-2b) 

さて、次式の力のつり合い式と歪（ ＝せん断歪）と変位の関係を考慮する。 

2

2
, (1 2 ) ,

u u
i D

x xt
                   (3.3-3a) 

上式から、次式が得られる。 

2 2

2 2
(1 2 )

u u
i D

t x
                                    (3.3-3b) 

上式は、複素速度を有する次式のような波動方程式に書き変えられる。 

2 2

*2 2 2

1 u u

C t x
                                                (3.3-3c) 

ここに、 *C は次式のように定義される複素速度である。 

* (1 2 ) 1
1 2 (1 ) 1

2

i D
C C i D C iD C i

Q
    (3.3-3d) 
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 複素速度を有する波動方程式の軸方向に伝播する振幅１の平面波は、次式の

ように表される。 

* ( )

*
( , ) e ,i x tu x t

C
                                      (3.3-4a) 

この平面波は、次式のように書き変えられる。 

* / ( / ) ( / )( , ) e e e ex D C i x C t Dt i x C tu x t                    (3.3-4b) 

ここに、上式右辺の 2 段目の式は、時間は距離を速度で割ったものなので、

/t x C を用いた。また、 ( / )ei x C t は、速度C で伝播する振幅 1の平面波である。 

 したがって、 /e x D Cまたは、e Dtは、次式のように表す平面波の空間的減衰

や時間的減衰を意味する係数である。 

A=exp( )=exp
Dx

Dt
C

                                 (3.3-5a) 

または、Q値で表すと、 

A=exp =exp
2 2

t x

Q QC
                               (3.3-5b) 

 差分式に時間的減衰関数を導入する場合、変位に関する中央差分式と食い違い

差分式によって導入の仕方が異なる。 

初めに、時間的減衰と変位に関する中央差分式の関係（4.4 節の例題参照）で

説明する。差分式は、2 つと 1 つ前の時間ステップの変位振幅から次の時間ステ

ップの辺振幅を計算する漸化式であるため、減衰係数は 2 つ前と 1 つ前の変位
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振幅に次式の減衰関数を掛けて次の時間ステップの変位を計算する。 

(2 )=exp( 2 )

( )=exp( )

A dt D dt

A dt D dt
                           (3.3-6) 

色々な振動数を含む広帯域の波動の場合には、上式を使う。上式の減衰係数は、

一定のQ値では、高振動の波動になるほど減衰が大きく、低振動数の波動になる

ほど減衰は小さい。このような性質は観測記録の性質に合致する。一方、卓越振

動数 0の狭帯域波動の場合、減衰係数は、次式のように与えられる。 

0A=exp
2 ( )

dt

Q
                                        (3.3-7a) 

ここに、Q値は次式のような振動数依存の関数で与えられる。 

0
0

( )Q Q                                            (3.3-7b) 

この ( )Q 値は、振動数 0の時、 0( )Q Q となる。ただし、このモデルでは、

0で 0( )Q Q 、 0で 0( )Q Q となるため、高振動数では減衰を過少

に、低振動数で減衰を過大に評価することに注意せよ。 

 次に、5 章～8 章に示す食い違い格子点による差分式の場合の材料減数による

時間的減衰関数を説明する。時間の次のステップの速度と応力に時間的減数関

数を掛けて次の時間時間ステップの速度と応力を求める。 
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４章 2 次元波動方程式 

 

 

 ２次元波動方程式の変位に関する時間と空間の 2 次精度の中心差分式の数値

計算上の安定条件（CFL 条件）および、固定境界や地表面境界と吸収境界の条

件式を解説する。固定境界と吸収境界や材料減衰を考慮した数値計算例を示す。 

 

 

4.1 2 次元波動方程式と差分式 

 

次式の 2 次元波動方程式の差分法を説明する。 

2 2 2

2 2 2 2

1 u u u

C t x y
                                      (4.1-1) 

時間と空間を , ( )dt h dx dy 間隔で離散化し、格子点の変位 ( , , )u x y t を次式のよ

うに表す。 

,( , , ) ( , , ) n
j ku x y t u jh kh ndt u                                   (4.1-2a) 

2 次元波動方程式を中央差分式（2 次精度）で表すと、次式のようになる。 
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1 1
, , , 1, , 1,

2 2 2

, 1 , , 1

2

2 21

2

n n n n n n
j k j k j k j k j k j k

n n n
j k j k j k

u u u u u u

C dt h
u u u

h
　　　　　　　　　

             (4.1-2b) 

上式から、次式の漸化式が得られる。 

1 1 2
, , 1, 1, , 1 , 1

2
,

( )

2(1 2 )

n n n n n n
j k j k j k j k j k j k

n
j k

u u r u u u u

r u　　　　　　　　　　　　　　　　　
          (4.1-2c) 

ここに、 

Cdt
r

h
                                                      (4.1-2d) 

この漸化式により、時刻 1,n nt t の変位から時刻 1nt の変位が得られる。したがっ

て、時刻 0 1, ( 1,2)t t n の初期変位が与えられると、逐次的に変位の時間と空間変

化が求められる。 

 

 

4.2 数値計算上の安定性 

 

1 次元波動方程式の差分法と同様に、フォン・ノイマンの安定条件を示す。 

( )

, ( , )e x yi jh khn n
j k x yu U                                      (4.2-1a) 

上式を差分式に代入すると、次式が得られる。 
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2 2( , ) 2(1 2 ) ( , ) 1 0x y x y                            (4.2-1b) 

ここに、 

2 2 2 2

1

1

, , (sin / 2 sin / 2)

( , )

x x y y x y
n n

x y n n

h h r

U U

U U

         (4.2-1c) 

上式は、 2の定義式にy軸方向の波数の関数 2sin / 2y が追加している点を除

けは、1 次元波動方程式の安定条件の時と同じ増幅率 ( , )x y の 2 次方程式であ

る。したがって、（１） 1の時、無条件安定、（２） 1の時、不安定となる。 

安全側の評価として、 2 2sin / 2 sin / 2 1x y とすると、次式の時に無条件安

定となる。 

1

2

Cdt

h
 ：2 次元波動方程式の安定条件                    (4.2-2) 

蛇足だが、3 次元波動方程式の安定条件では、 2の定義式にz軸方向の波数の

関数 2sin / 2z が追加する点を除けは、1 次元波動方程式の安定条件と同じ増幅

率 ( , , )x y z の 2 次方程式である。したがって、次式の時に無条件安定となる。 

1

3

Cdt

h
 ：３次元波動方程式の安定条件                    (4.2-3) 
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4.3 減衰無しの数値計算例 

 

（１）固定境界条件の数値計算例 

数値計算例として、ＣFL 条件 / 1/ 2Cdt dx を満足する次式の条件の差分式

の解を示す。なお、領域は 0 , 1x y で、時間は 0 1t とする。このため、

1,2, ,20, 1,2, ,100j k n となる。 

1, 0.01, ( ) 0.05

0.2 1/ 2( 0.707)

C dt h dx dy

Cdt
r

h

                       (4.3-1a) 

初期条件：

2 2( 0.5) ( 0.5)
( , , 0) exp

0.01

( , , 0)
0

x y
u x y

u x y

t

            (4.3-1b) 

境界条件： (0, , ) ( ,0, ) (1, , ) ( ,1, ) 0u y t u x t u y t u x t           (4.3-1c) 

1 次元波動方程式と同様に、漸化式は、2 つ前までの時刻の変位から時刻 1nt

の変位を求める構成なので、次式のテイラー展開を用いて、初期条件の変位と速

度および波動方程式を利用した漸化式を考慮しなければならない。 

2
2 3

2

( , ,0) 1 ( , ,0)
( , , ) ( , ,0) ( )

2!

u x y u x y
u x y dt u x y dt dt O dt

t t
     (4.3-2a) 

上式に初期条件の変位と速度（今回の例題は、 ( , ,0) 0u x y ）および波動方程式

を考慮すると、次式が得られる。 
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2 2 2 2

2 2

( , ,0) ( , 0)
( , , ) ( , ,0)

2!

C dt u x y u x y
u x y dt u x y

x y
            (4.3-2b) 

上式を差分式（2 階微分は中央差分式を使う）に書き直すと、次式が得られる。 

2
1 2 0 0 0 0 0
, , 1, 1, , 1 , 1(1 2 ) ( )

2j k j k j k j k j k j k

r
u r u u u u u        (4.3-2c) 

この差分式の右辺は、時刻 0t の初期条件のみのため、これより時刻 1t の変位が求

められる。したがって、初期条件のみから、 0 1
, ,,j k j ku u が求められ、 2

,j ku 以降の時刻

の変位は、波動方程式の漸化式から計算できる。この計算においては、 境界条

件 0, ,0 , , 0n n n n
k j J k j Ku u u u を忘れてはならない。 

図 4.3-1 は、t=0 から t=0.9 までの変位分布 ( , , )u x y t を 0.1 秒毎に示す。初期

変位の変動が時間の経過とともに振幅を減少させながら円形状に広がってゆく

様子が見られる。約 0.4 秒で初期変位の裾が四方の境界の壁（固定境界）に到達

し、0.5 秒以降は固定境界からの反射波が加わるため、変位場は複雑になってい

る。 

 

t=0.0            t=0.1 
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t=0.2            t=0.3 

 

t=0.4             t=0.5 

 

 

t=0.6            t=0.7 
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t=0.8            t=0.9 

図 4.3-1  t=0 から t=0.9 までの 0.1 秒毎の変位分布 ( , , )u x y t  

（固定境界条件）  

 

（２）吸収境界条件の数値計算例 

図 4.3-2 は、4.6 節の吸収境界を 4 つの固定境界壁を設置して固定境界で波動

を吸収する境界条件（無限領域を考慮した境界）とした場合の t=0 から t=0.9 ま

での変位分布 ( , , 0)u x y を 0.1 秒毎に示す。初期変位の変動が時間の経過とともに

振幅を減少させながら円形状に広がってゆく様子が見られる。約 0.4 秒で初期変

位の裾が四方の境界の壁（固定境界）に到達するが、0.5 秒以降は固定境界で波

動が吸収されるため、反射波の振幅は抑えられて、変位場は図 4.3-2 に比べると

なだらかである。4.6 節の吸収境界は境界に垂直に入射する波動を吸収する境界

であるため、斜めに入射する波動を完全には吸収でいないため、反射波がわずか

に残り、波動場が零ではない。しかし、ほとんどの反射波は抑えられているため

実用的であることがわかる。 
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ｔ＝０                        t=0.1 

     

ｔ＝0.2                        t=0.3 

 

ｔ＝0.4                          t=0.5 
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ｔ＝0.6                          t=0.7 

 

ｔ＝0.8                           t=0.9 

図 4.3-2  t=0 から t=0.9 までの 0.1 秒毎の変位分布 ( , , )u x y t  

（吸収境界条件） 

 

 

4.4 材料減衰を考慮した数値計算例 

 

材料減衰が無い場合、0.4 秒で波動は固定境界に到達し 0.5 秒以降は反射波が

加わった複雑な波動場となった。材料減衰係数A=exp( )Dt を導入した計算

例を示す。この計算例では、0.４秒で振幅が 0.056 程度に減少する次式を用いた。 

0= 24, 0.3D                                      (4.4-1) 

したがって、2 つ前と１つ前の時間ステップの振幅に、次式の値を掛けて次の時

間スッテプの変位を計算した。 

(2 )=0.866

( )=0.930

A dt

A dt
                                             (4.4-2) 
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図 4.4-1 は、材料減衰を考慮した波動場を示す。この場合も、t=0 から t=0.5

までの変位分布 ( , , )u x y t を 0.1 秒毎に示す。初期変位の変動が時間の経過ととも

に振幅を減少させながら円形状に広がってゆく様子がわかる。約 0.4 秒で初期変

位の裾が四方の境界の壁（固定境界）に到達するが、振幅は材料減衰を考慮した

ためかなり小さくなっている。したがって、0.5 秒は固定境界からの反射波が加

わるが、その振幅はかなり小さいため、変位場はほぼ零になっている。 
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t=0.4            t=0.5 

図 4.4-1 t=0 から t=0.5 までの 0.1 秒毎変位分布 ( , , )u x y t  

（材料減衰を考慮した場合の固定境界条件）  

  

 

4.5 地表面の境界条件 

 

地表面を( ,0)x とする場合、地表面に対応する格子点上に仮想点( 0)k を設

置し、地表面( , 1),( 1,2, , )j k j N では、ｙ軸方向のせん断応力が零であ

るので、次式が成立する。 

0xy

u

y
                                               (4.5-1a) 

上式の差分式は、2 次精度の中央差分式を用いると、次式のようになる。 

,2 ,0( ,0, ) ( ) 0
2

n n
xy j jx t u u

h
                                (4.5-1b) 

したがって、地表面の境界条件を満たすためには、任意の時刻で次式が成立しな
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ければならない。 

,0 ,2
n n
j ju u                                                        (4.5-2) 

この条件式を初速度零の初期条件式(4.3-2c)の漸化式に代入して、次式から次の

時間ステップの地表面の変位 1
,1ju を求める。 

2
1 2 0 0 0 0
,1 ,1 1,1 1,1 ,2

2
1 2 0 0 0 0 0
,2 ,2 1,2 1,2 ,3 ,1

(1 2 ) ( 2 )
2

(1 2 ) ( )
2

j j j j j

j j j j j j

r
u r u u u u

r
u r u u u u u

           (4.5-3a) 

ここに、 0 0 0 0
,1 1,1 1,1 ,2, , ,j j j ju u u u は初期条件として与えられる。また、上式右辺の最

後の項 0 0 0
,2 ,2 ,02 j j ju u u では、地表面境界条件式（4.5-2）を用いて、仮想点の初

期条件を使わない式とした。 

次の時間ステップ以降の地表面変位 2 3 1
,1 ,1 ,1, , , Nj j ju u u は、式(4.1-2c)の漸化式に

地表面境界条件式(4.5-2)を考慮して、次式から地表面変位を求める。 

1 1 2 2
,1 ,1 1,1 1,1 ,2 ,1( 2 ) 2(1 2 )n n n n n n
j j j j j ju u r u u u r u　       (4.5-3b) 

上式を具体的に表すと、次式のようになる。 

2 0 2 1 1 1 2 1
,1 ,1 1,1 1,1 ,2 ,1

3 1 2 2 2 2 2 2
,1 ,1 1,1 1,1 ,2 ,1

2 2 1 2 2 2 2
,1 ,1 1,1 1,1 ,2 ,1

( 2 ) 2(1 2 )

( 2 ) 2(1 2 )

( 2 ) 2(1 2 )

j j j j j j

j j j j j j

N N N N N N
j j j j j j

u u r u u u r u

u u r u u u r u

u u r u u u r u

　

　

　

    (4.5-3c) 

 上式のように地表面変位がわかれば、式(4.1-2c)の漸化式から地表面以下の各

格子点の変位が求められる。 
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4.6 吸収境界の条件式 

 

 2 次元や 3 次元の波動方程式の差分式では、地表面境界とともに適当な固定境

界を設定した有限領域を扱わなければならない。固定境界では波動が反射する

ので、固定境界からの反射した波動が観測点に到達する前の波動場を見るため

には領域を広く取る必要があり、計算時間が増加する。したがって、固定境界か

ら反射がないような吸収境界について多くの研究がある。その中で Clayton and 

Engquist (1977)の吸収境界は、1 次元波動方程式の平面波の考察から簡単であ

るとともに、2 次元や 3 次元問題の固定境界線や境界面での反射波を吸収でき

（非常に柔らかい層を設置すると固定境界での反射は極めて小さく柔らかい層

では固定境界に垂直に入射するため１次元波動のようになる）、実用的なので、

ここで説明する。 

 次式の 1 次元波動方程式を使って、吸収境界条件式を求める。 

2 2

2 2 2

1 u u

C t x
                                      (4.6-1) 

上式の振動数・波数領域の解として、任意の振幅Aの次式の平面波を仮定する。 
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( )ei x tu A                                           (4.6-2a) 

この平面波を波動方程式に代入すると、次式が得られる。 

2
2 0u

C
                                       (4.6-2b) 

変位が零でない解のためには、次式が成立しなければならない。 

2
2 0

C C
                               (4.6-2c) 

したがって、一般解は、次式のようになる。 

( / ) ( / )
1 2e ei x C t i x C tu A A                            (4.6-2d) 

上式右辺第 1 項は x 軸の正の方向に進む平面波を、第 2 項は x 軸の負の方向に

進む平面波を表す。 

 x 軸を 0,1, ,j J  のようにJ 個の格子点に離散化する場合を例に、吸収

境界条件式を示す。x 軸の両端が無限領域の場合、 0j では後退波は x 軸の

負の方向に進む平面波となるため、吸収境界は、 /Cの後退波が零の条

件となる。この場合、式(4.6-2a)の時間と空間微分は次式のようになる。 

/

/

u u
i u iu

t t
u u
i u iu

x x

                                 (4.6-3) 

したがって、 /Cに上式を代入すると、次式が得られる。 

1u u

x C t
                                             (4.6-4a) 
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上式の 1 次精度の差分式は、次式のようになる。 

1
1 0 0 01
n n n nu u u u

h C dt
                                  (4.6-4b) 

上式の漸化式は次式のようになる。 

1
0 0 1(1 )n n nu r u ru

Cdt
r

h

                                   (4.6-4c) 

 一方、 j J では進行波は x 軸の正の方向に進む平面波となるため、吸収境

界は、 /C の進行波が零の条件となる。式(4.6-3)を /C  に代入

すると、次式が得られる。 

1u u

x C t
                                            (4.6-5a) 

上式の 1 次精度の差分式は、次式のようになる。 

1
1 1

n n n n
J J J Ju u u u

h C dt
                                 (4.6-5b) 

上式の漸化式は次式のようになる。 

1
1(1 )n n n

J J Ju r u ru

Cdt
r

h

                                  (4.6-5c) 

 以上をまとめると、次式のような吸収境界条件式となる。 

x 軸の両端が無限領域とし、x 軸を 0,1, ,j J  のようにJ 個の格子点に離散

化する時の吸収境界条件式（図 5.6-1 参照）： 
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0j の吸収境界条件式 1
0 0 1(1 )n n nu r u ru              (4.6-6a) 

j J の吸収境界条件式 1
1(1 )n n n

J J Ju r u ru           (4.6-6b) 

ここに、 /r Cdt h。上式で右辺の係数は同じであるが、上段式では 0 1,
n nu u  の

ように空間格子点が増えるが、下段式では、
1,n n

J Ju u のように空間格子点が減る

方向の値を用いる点にあるのが特徴である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 4.6-1 x 軸両端が無限領域の場合、x 軸を 0,1, , 1j J  のようにJ 個

の格子点に離散化する時の吸収境界条件の説明図 
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５章 1 次元波動方程式の食い違い格子点 

 

 

 3 章と 4 章では、1 次元と 2 次元波動方程式の変位に関する 2 次精度の中央差

分式を説明した。これらは時間と空間に関する通常の格子点を使う方法である。

もう一つの方法として、波動方程式を速度と応力に関する連立１階微分方程式

に書き変えて、速度と応力の格子点を別々の格子点で与える食い違い格子点で

差分式を計算する方法がある。 

ここでは、この食い違い格子点による波動方程式の差分式の優位性や計算法

と数値計算例を説明する。地震学分野では、震源特性を等価応力で与えるので、

応力格子点と速度格子点の両方を有する食い違い格子点を使って、2 次元 SH 波

動方程式、Ｐ・ＳＶ波動方程式、3 次元波動方程式の差分式が多用される（6 章、

7 章、8 章参照）。 

 

 

5.1 基礎事項 

 

 波動方程式の変位に関する時間と空間の 2 階微分方程式を中央差分式に変換
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し、漸化式により初期変位を与えて、その時間と空間変化が求められる。しかし、

例えば弾性波動では、境界条件は変位と応力で与えられるのが普通なので、応力

に比例する歪は変位の空間微分となり、これが応力の境界条件に使われる。した

がって、波動方程式を次式の連立 1 階微分方程式（状態方程式）に変換し、これ

を差分式で解くのが一般的である。 

 例えば、地盤のせん断波の場合、次式の力のつり合い式とせん断応力とせん断

歪の関係式から構成される波動方程式式となる。 

力のつり合い式（u ＝せん断変位、 ＝弾性体の密度、 ＝せん断応力）： 

2

2

u

xt
                                             (5.1-1a) 

応力と歪・変位の関係（ ＝せん断剛性率、 ＝せん断歪）： 

,
u

x
                                       (5.1-1b) 

上式を力のつり合い式に代入すると、次式の変位の波動方程式が得られる。 

2 2

2 2 2

1 u u

C t x
                                          (5.1-1c) 

ここに、 /C ＝せん断波速度である。せん断変位 u をせん断速度

/u u t に代えて、書き変えると次式のようになる。 

1
,

u u

t x t x
                                (5.1-2a) 
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後の記号の簡単化のため、v uと置き換えて行列表示すると、次式の連立 1 階

微分方程式が得られる。 

1
0

0

v vx
t

x

                              (5.1-2b) 

この連立微分方程式を差分式で近似する。2 つの変数の差分式は、図 5.1-1a の

ように 2 変数を同じ空間格子間隔で離散化する方法（通常の格子点;Unstaggered 

grid method）と、図 5.1-1b のように一方の変数の空間格子点を他方の変数の空

間格子点の中央に取るような食い違い格子点とする方法（食い違い格子点；

Staggered grid method）の 2 つがある。 

 

 

 

図 5.1-1a 通常の格子点（Unstaggered grid）  

 

 

 

図 5.1-1b 食い違い格子点（Staggered grid） 
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この連立微分方程式は、せん断応力速度が速度の空間微分であるため、空間微

分の階数が 1 つだけ異なる構成になっている。このような場合、速度とせん断

応力の格子点をずらすと（食い違い格子点）、中間点で評価することになるため

1 次精度の差分式は、2 次精度の中央差分式となる。この点は、2.2 節の拡散方

程式の差分式で用いられるクランク・ニコルソンの差分式や、1.1 節の寄り道で

説明した考え方（1 次精度の差分式の中間点で微分を評価すると 2 次精度の差分

式となる）と共通する。 

食い違い格子点法の方の精度が高いので、この方法が多用される。また、2 次

元や 3 次元問題の変位の波動方程式に関する波動方程式を導く場合にも、微小

長方形（2 次元問題dxdy）や微小直方体（3 次元問題dxdydz ）の微小要素の

中心点で変位を評価し、微小要素の表面中央で応力成分を評価するので、変位と

応力の評価点をずらす食い違い格子点を使うのは、自然である。ただし、3 次元

問題の食い違い格子法による差分式では、微小要素の 1 つの中心点で 3 つの変

位 , ,u v wを評価せずに、その速度成分を微小要素の 3 つの格子点を使って評価

する（8 章）。 

上記の通常の格子点と食い違い格子点による差分式の精度を具体的に示すた

めに、初めに、通常の格子点の場合、速度とせん断応力の 2 つの変数の連立微分

方程式を次式の 1 次精度の差分式にすると、変位に関する波動方程式の差分式
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は、以下の 1 次精度の差分式になることから説明する（5.2 節）。次に、食い違

い格子点による差分式は、中間点で評価するので、2 次精度の中央差分式になる

ことを説明する（5.3 節） 

 

 

5.2  通常の格子点による差分式 

 

連立 1 階微分方程式(5.1-2)を通常の格子点で離散化する場合、時間格子点 n

と空間格子点ｊ の速度 ( , )n
jv v jh ndt とせん断応力 ( , )n

j jh ndt の時間

微分と空間微分は、1 次精度の差分式を使えば、次式で与えられる。 

1
1

1
1

,

,

n n n n n n
j j j j j j

n n n n
j j j j j j

v v v

t dt x dx

v v v

t dt x dx

                     (5.2-1a) 

連立 1 階微分方程式は、次式である。 

1
,

n n n n
j j j jv v

t x t x
                             (5.2-1b) 

したがって、連立 1 階微分方程式の 1 次精度の差分式は、次式で与えられる。 

1 1
1 11

,
n n n n n n n n
j j j j j j j jv v v v

dt dx dt dx
           (5.2-1c) 
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ここで、時刻 nt と位置 jx の速度とせん断応力は、次式のように変位の 1 次精

度の差分式で与えられる。 

1
1,

n n n n
j j j jn n

j j

u u u u
v

dt dx
                      (5.2-2a) 

上式を連立 1 階微分方程式の 1 次精度の差分式の上段式に代入すると、次式の

変位に関する波動方程式の１次精度の差分式が得られる。 

2 1
1 2

2 2 2

2 21
n n n n n n
j j j j j ju u u u u u

C dt dx
                 (5.2-2b) 

下段式に代入すると、次式のように両辺が同じ式となる。 

1 1 1 1
1 1 1 1( ) ( )n n n n n n n n

j j j j j j j ju u u u u u u u         (5.2-2c) 

 以上示したように、通常の格子点による連立 1 階微分方程式の差分式は、変

位に関する 1 次精度の差分式になるので、精度が落ちると言える。 

 

 

5.3 食い違い格子点による差分式 

 

この場合、時間と空間微分を中間点で評価するので、次式のように速度とせん

断応力の微分の差分式は、次式の 2 次精度の中央差分式となる。 
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1/2 1/2
1/2 1/2

1/2 1 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2 1/2 1

,

,

n nn n n n
j jj j j j

n n n n n n
j j j j j j

v v v

t dt x dx

v v v

t dt x dx

     (5.3-1a) 

上式を連立 1 階微分方程式(5.2-1b)に代入すると、次式の 2 次精度の中央差分式

が得られる。 

1/2 1/2
1/2 1/2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 1

1
n nn n
j jj j

n n n n
j j j j

v v

dt dx

v v

dt dx

             (5.3-1a) 

上式の漸化式は、次式のように表される。 

1/2 1/2
1/2 1/2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 1

( )

( )

n n n n
j j j j

n n n n
j j j j

dt
v v

h

dt
v v

h

           (5.3-1b) 

したがって、 1/ 2n の時刻の速度が、 1/ 2n の速度とn のせん断応力から

計算できる。また、 1n の時刻のせん断応力が、n のせん断応力と 1/ 2n

の速度から計算できる。このため、初期条件を与えて、空間と時間ステップを増

やしてゆけば、格子点の速度とせん断応力が逐次的に求められる。 

上式の定式化の特徴としては、図 5.3-1 のように速度に関しては、時間を食い

違い点（ 1/2, 1/2n n ）で、空間を通常格子点（ , 1j j ）で評価す

る。せん断応力では、時間を通常の格子点（ , 1n n ）で、空間を食い違い格
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子点（ 1/2, 1/2j j ）で評価する。 

地震学分野では、震源特性を等価応力で与えるので、応力格子点と速度格子点

の両方を有する食い違い格子点を使って、2 次元 SH 波動方程式、Ｐ・ＳＶ波動

方程式、3 次元波動方程式の差分式が多用される（6 章、7 章、8 章参照）。 

 

 

 

 

 

 

 

図 5.3-1 食い違い格子点法の構造（●は速度v の格子点、□はせん断応力
の格子点） 

 

 

例題 5.3-1 食い違い格子点の差分式から変位の差分式を導出 

 

 

1/2 1/2
1/2 1/2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 1

1
n nn n
j jj j

n n n n
j j j j

v v

dt dx

v v

dt dx

           (A5.3-1a) 
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上式の食い違い格子の差分式から次式の変位の差分式を導く。 

1 1
1 1

2 2 2

2 21
n n n n n n
j j j j j ju u u u u u

C dt dx
               (A5.3-1b) 

 式(A5.3-1a)より、次式が得られる。 

1/2 1/2
1/2 1/2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 1

1 1/2 1/2
1/2 1/2 1

1/2 3/2 1 1
1/2 1/2

1
( )

( )

( )

1
( )

n n n n
j j j j

n n n n
j j j j

n n n n
j j j j

n n n n
j j j j

dt
v v

dx

dt
v v

dx

dt
v v

dx

dt
v v

dx

          (A5.3-1b) 

上式の 3 段目の式から 2 段目の式を差し引いて得られる式に第 4 段目の式を

代入して、せん断応力を消去すると、速度のみの次式が得られる。 

1/2 1/2 3/2 1/2 1/2 1/2
1 1

2 2 2

2 21
n n n n n n
j j j j j jv v v v v v

C dt dx
 (A5.3-1b) 

この式で 1/2n  をn と書き変え、 /v du dtとして変位に書き変える

と、求める変位の差分式が得られる。 

1 1
1 1

2 2 2

2 21
n n n n n n
j j j j j ju u u u u u

C dt dx
        (A5.3-1b) 

これは、波動方程式の 2 次精度の中央差分式である。 
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5.4 食い違い格子点による漸化式の安定性 

 

 食い違い格子点による漸化式の安定性をフォン・ノイマンの方法で調べるた

め、次式を用いる。 

( )e , ( )en n i jdx n n i jdx
j jv V T                           (5.4-1a) 

これを 2 つの漸化式に代入すると、次式が得られる。 

1
0
21

1

1 2

2 1 4

n n

n n

iV V

iT T
                               (5.4-1b) 

ここに、 dx  。また、 

0 1

2
0 1

sin / 2, sin / 2

sin / 2

dt dt

dx dx
Cdt

dx

                       (5.4-1c) 

上式の 1 1, , ,n n n nV T V T  の連立 1 次方程式を次式のようなベクトル表示すると、

その係数行列 ( )r が増幅率である。 

1 ( )n nU r U                                         (5.4-2a) 

ここに、 

1
01
21

1

1 2
, ( )

2 1 4

n
n

n

iV

iT
U r                    (5.4-2b) 

初期（ 0n ）の場合、 1 0( )U r U となるので、上式より時刻 nt では、増幅率
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の乗n （ ( )nr ）を使い、次式が得られる。 

0( ) ( ) ( )n nU r U                                     (5.4-2c) 

したがって、 ( ) 1nr ならば、振幅は一定か減少するので、数値計算上安定す

ると言える。このことは、次式の固有値問題における増幅率の固有値 ( )が 1 以

下であることと同等である。 

( ) ( ) ( ) ( )n nr U U                                      (5.4-3a) 

増幅率の固有値は、次式から求められる。 

0 2 2
2

1

1 ( ) 2
( ) 2(1 2 ) ( ) 1 0

2 1 4 ( )

i

i
     (5.4-3b) 

この固有値 ( )の 2 次方程式の根は、変位に関する波動方程式の中央差分式の変

位の増幅率と同じである。したがって、 1の場合（ / 1Cdt dx の時）、無条

件安定である。 

 以上のように食い違い格子点による差分式の 1 次元波動方程式の安定性は、

変位に関する波動方程式の安定性と同じであるため、4.2 節の 2 次元と 3 次元波

動方程式の数値計算上の安定性の考察から n 次元波動方程式の無条件安定条件

は、次式のように与えられる。 

 食い違い格子点による n 次元波動方程式の差分式の無条件安定性： 

n 次元波動方程式：
1dt

C
dx n

                              (5.4-4) 
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5.5 地表面の境界条件 

 

 通常格子点の波動方程式の差分式の地表面の境界条件式は、4.5 節で説明した。

ここでは、食い違い格子点の差分式の地表面の境界条件式はせん断応力のみの

条件式であることを説明する。 

 地表面を 0j とし変位を評価する。その上に仮想点 1/2j のせん断応力

の評価点を設置する。 1/2j は内部のせん断応力の評価点となる。地表面の

せん断応力は零であるが、その評価点はないので、地表面のせん断応力を次式の

ように仮想点 1/2j と 1/2j の内部のせん断応力の平均値で評価する。 

1/2 1/2
0 0

2

n n
j jn

j
                                   (5.5-1) 

したがって、食い違い格子点の差分式では、地表面条件は、次式で与えられる。 

1/2 1/2
n n
j j

                                                (5.5-2) 

仮想点を含めたすべての格子点に上式を考慮して、式(5.3-1a)の 2 つの漸化式か

ら、時刻 nt の速度とせん断応力から、次の時刻 1nt の速度とせん断応力が求めら

れる。具体的定式化は、以下のようになる。 
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1/2 1/2
0 0 1/2 1/2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 0 1

( )

( )

n n n n

n n n n

dt
v v

h

dt
v v

h

                            (5.5-3a) 

 ここで、地表面の条件
0 1 1( / ) ( )/ 0n n n

j u x u u h を考慮する

と、次式のせん断応力と速度の 2 つの地表面条件が得られる。 

1/2 1/2 1 1,n n n n
j j v v                                 (5.5-3b) 

上式を考慮すると、式(5.5-3a)は次式のように書き変えられる。 

1/2 1/2
0 0 1/2

1 1/2 1/2
1/2 1/2 0 1

2

( )

n n n

n n n n

dt
v v

h

dt
v v

h

                            (5.5-4) 

上式右辺の 3 空間格子点 0, 1 / 2, 1j の速度とせん断応力を初期条件で与えると、

逐次的に 3 空間格子点 0, 1 / 2, 1j の速度とせん断応力の時間変動が求められる。

その他の空間格子の速度とせん断応力は、式(5.3-1b)の漸化式から求められる。 

 

 

5.6 吸収境界の条件式 

 

 4.6 節のように調和平面波の進行波と後退波は、次式のように与えられる。 
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1

1

u u

x C t

u u

x C t

：進行波

：後退波

                                   (5.6-1) 

食い違い格子点の差分式では、5.3 節の図 5.3-1 のように変位の評価点は、空間

では、( , 1)j j  、時間では、( 1/ 2, 1/ 2)n n の格子点となる。4.6 節の図 5.6-1 の

ようにx軸の両端に吸収境界を設置する場合、上式を 1 次精度の差分式で表す

と、次式のようになる。 

1/2 1/2 1/2 1/2
1

1/2 1/2 1/2 1/2
1 0 0 0

1

1

n n n n
J J J J

n n n n

u u u u

h C dt

u u u u

h C dt

：進行波

：後退波

                (5.6-2) 

上式より、x軸両端の吸収境界条件は次式のように得られる。 

0j の吸収境界条件式 1/2 1/2 1/2
0 0 1(1 )n n nu r u ru       (5.6-3a) 

j Jの吸収境界条件式 1/2 1/2 1/2
1(1 )n n n

J J Ju r u ru      (5.6-3b) 

 

 

5.7 リッカー波外力による 1 次元 1 層弾性体の 

数値計算例 

 

 x軸を深さ方向にとり、 0x が地表面であるような深さ１km の地盤の x
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=0.25km の点にリッカー波外力が作用する時の 1 次元波動方程式を食い違い格

子点の差分式に近似した数値計算例を示す。差分式の空間はx＝０～1 ㎞の有限

領域とするが、深さ 1 ㎞の底辺に吸収境界を設置するので、この地盤モデルは

深さ方向に無限に長い地盤である。この数値計算では、次式のような波動速度と

時間と空間の離散化パラメータは次式のものを用いる。 

1km/s, 0.002s, 0.0025km

0 ~ 2s, 0 ~ 1km ,

1 0.002
0.8 1

0.0025

n

C dt h

t x t ndt x jh

Cdt
r

h

                 (5.7-1a) 

ここに、 0.8 1r なので、数値計算は無条件安定である。ただし、後の図 5.7-

2や図 5.7-3の波形の後部にやや小さいノイズがみられるので精度は極めて高い

とは言えない。計算結果を省略するが、同じ r=0.8 でも離散化幅が 2 倍の

dt=0.004 と h=0.005 では、計算結果の精度は悪くなる。きわめて高い精度の結

果を得るには、この例題の離散化幅の半分が必要となる。卓越周期や波長の 1/50

程度の離散化幅で、精度は極めて高くなる。この例題の離散化幅は、卓越周期や

波長の 1/25、1/20 である。 

また、外力は、6.2 節の卓越振動数 0.05 秒の次式のリッカー波の振幅を 1 に

基準化したものとする。 
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2
2

2 /2 0

0 0 0

( )
(1 )e ,

2
2( / 1), 2 / 0.05

xf t D
F

F
t T T

                  (6.7-1b) 

上式のリッカー波の微分は、中央差分により求める。 

図 5.7-1 は、振幅を 1 に基準化した卓越振動数 0.05 秒のリッカー波(a)と振幅

を 1 に基準化した微分リッカー波(b)を示す。 

 

(a)  卓越周期 0.05 秒の振幅１の基準化リッカー波 

 

(b) 卓越周期 0.05 秒の振幅１の微分リッカー波 

図 5.7-1 卓越周期 0.05 秒の振幅 1 のリッカー波と微分リッカー波 

  

図 5.7-2 は、卓越周期 0.05 秒の微分リッカー波をｘ＝0.25km の速度格子点 
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に外力として作用させた時、地表面から深さ 1 ㎞の吸収境界点までの 0.15ｋｍ

毎の格子点の速度波形を示す。横軸は０～2 秒である。速度波形の振幅は、外力

格子点の速度波形の振幅を 1 になるように調整している。 

 図 5.7-2 より、外力格子点の最初の速度波形が地表と下方に速度 C=1km/s で

伝播し、地表面で振幅が 2 倍になり、地表面で反射した同位相（例題 5.7-1 参

照）の波が下方に伝播し吸収境界まで到達する様子がわかる。吸収境界で反射波

はほぼ零となるが、反射波は逆位相（例題 5.7-1 参照）で上方に伝播する。外力

格子点の下方に伝播する波も同様に、吸収境界に到達し、ほぼ零の反射波は逆位

相で上方に伝播する。これらの吸収境界で反射した波は、地表面まで到達するた

め、地表面波の時間 1.75 秒に逆位相の振幅の小さい波が見られる。 

  



82 

 

 
 

 

 

 

図 5.7-2 地表から深さ 1 ㎞の吸収境界までの 0.15ｋｍ毎の格子点の速度波形 
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 この 1 次元均質弾性体の場合、吸収境界に波動が鉛直に入射するので、吸収

境界でほぼ波動が吸収される。このため、吸収境界での反射波の振幅は極めて小

さい。 

上述の吸収境界での反射波の振幅は小さいので、x=0.85km 格子点と地表面の

速度波形を拡大したものを図 5.7-3 に示す。吸収境界での反射波は逆位相であ

り、地表面での反射波は、同位相であることが読み取れる。 

 

(a)  地表面 x=0 の速度波形（小さい振幅の位相は最初の波形の逆位相） 

 

(b) x=0.85km の速度波形（小さい振幅の位相は最初の波形の逆位相） 

図 5.7-3  地表面ｘ＝0 と x=0.85km 格子点の速度波形の拡大図 
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例題 5.7-1 地表面と固定境界への入射波と反射波の位相に関する

地中波形の理論解（1 次元波動方程式） 

 

 次式の 1 次元せん断地盤モデルの波動方程式（5.1 節）から、地表面と固定

境界への入射波と反射波に関する地中の家計の理論解を使い、地表面での反射

波は同位相で反射すること、固定境界の場合には、反射波は逆位相となること

を示す。 

2 2

2 2 2

1 u u

C t x
u

x

                                    (A5.7-1.1) 

 この波動方程式の一般解は、広く知られているように x 軸を地盤の深さ方向

に取ると、任意の関数の上昇波（地表面に向かう入射波） ( / )inf t x C と下降

波（深さ方向に向かう波） ( / )outf t x C の和で与えられる。 

( , ) ( / ) ( / )in outu t x f t x C f t x C                    (A5.7-1.2) 

上式が、波動方程式を満たす 2 つの解であることは、上式を波動方程式に代入

して確かめられる。 

 境界条件として、x=0 で地表面（せん断応力が零）と固定境界（変位が零）

の 2 つの場合を考察する。 
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（１）地表面の場合 

 地表面ではせん断応力は零なので、次式が成り立つ。 

0 0

( ,0) 0in out

x x

f fu
t

x x x
              (A5.7-1.3a) 

ここで、 / , /t x C t x C と置いて微分すると、次式が得られる。 

0 0

0 0

1 1

1 1

in in in

x x

out out out

x x

f f df

x C C dt

f f df

x C C dt

                     (A5.7-1.3b) 

したがって、式(A5.7-1.3a)から次式が得られる。 

in out
in out

df df
f f

dt dt
                                  (A5.7-1.3c) 

 上式から地表面の場合、入射変位の関数を使うと、地中の変位は、次式で与

えられる。 

( , ) ( / ) ( / )in inu t x f t x C f t x C                     (A5.7-1.4a) 

上式によると、地中の変位は上昇波である入射変位と同じ関数の下降波の和で

与えられるため、地表で反射し下方に向かう下降波は入射波と同位相であるこ

とを意味する。 

特に、地表面の変位波形を ( ) ( ,0)freeu t u t とすると、地表面の変位波形は、
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次式のように入射波の 2 倍となる。 

( ) 2 ( )free inu t f t                                         (A5.7-1.4b) 

また、地表面波形が与えられた時、地中の任意点変位波形は次式で与えられる。 

1
( , ) ( ( / ) ( / ))

2 free freeu t x u t x C u t x C                     (A5.7-1.4a) 

  

(a) 地表面の速度波形（最大値２） 

 

(b) 地中 x=0.1km の速度波形（最大値１） 

図 A5.7-1.1 地表面の速度波形が与えられた時の地中 x=0.1km位置の速度

波形（最大値１の入射波と地表で反射した同位相の下降波が見られる） 
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地表面速度波形の場合も変位波形と同様なので、図 5.7-2 の食い違い差分式

で求めた地表面の速度波形を上式に代入して求めた地中 x=0.1km 格子点の速

度波形を図 A5.7-1.1 に示す。この図から、差分法と同様に、入射波と同位相

の反射波の和の速度波形であることがわかる。 

 

（２）固定境界の場合 

 固定境界では変位は零なので、次式が成り立つ。 

( ,0) ( ) ( ) 0in outu t f t f t                          (A5.7-1.5) 

上式の条件から、 ( ) ( )in outf t f t となり、入射波の関数を使うと、任意点の変

位波形は、次式で与えられる。 

( , ) ( / ) ( / )in inu t x f t x C f t x C                     (A5.7-1.6) 

上式は、入射波が固定境界で反射し下方に進む下降波は入射波の逆位相である

ことを意味する。 

 図 A5.7-1.2 には、x=0 が固定境界の時の x=0.1 の地中点の速度波形を示す。 

この図より、最初の波形が入射波であるが、後続の波形は、固定境界で反射し

て下方に進む下降波であり、この下降波は入射波の逆位相であることがわか

る。 
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図 A5.7-1.2 x=0 が固定境界の時の x=0.1 の地中点の速度波形 

（最初の波形が入射波である。後続の波形は、固定境界で反射して下方に進む

下降波である。下降波は入射波の逆位相である。） 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

-2

-1

0

1

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

速
度
波
形

時間軸(s)



89 

 

5.8 リッカー波外力による 1 次元 2 層弾性体の 

数値計算例 

 

ここでは、5.7 節の 1 次元 1 層弾性体の数値計算例を元に、図 5.8-1 のような

x=0.25km に境界を有する 1 次元 2 層弾性体の地表面に微分リッカー波外力が

作用する時の食い違い格子点の差分式による数値計算例を示す。外力は速度格

子点に作用させる。 

 

 

 

 

 

図 5.8-1 数値計算で用いる 1 次元 2 層弾性体と物性値 

 

この数値計算では、次式のような波動速度と時間と空間の離散化パラメータ

は次式のものを用いる。 

地表面 x=0km 

吸収境界 x=1km 

1 層 

2 層 
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1 2
3 3

1 2

1
1

2
2

0.8km/s, 1km/s

700kg/m , 1000kg/m

0.002s, 0.0025km

0 ~ 2s, 0 ~ 1km ,

0.8 0.002
0.64 1

0.0025
1 0.002

0.8 1
0.0025

n

C C

dt h

t x t ndt x jh

C dt
r

h
C dt

r
h

                     (5.8-1a) 

ここに、 1 20.64 1, 0.8 1r r なので、数値計算は無条件安定である。 

卓越周期 0.05 秒の微分リッカー波を外力としているので、各層の波長は、次

式の値である。 

1 1 0

2 2 0

0.8 0.05 0.04km

1 0.05 0.05km

C T

C T
                          (5.8-1b) 

各層の波長と空間離散長の比は、 1 2/ 16, / 20h h なので波長を再現でき

る空間離散長である。 

 図 5.8-2 は、地表面に微分リッカー波外力が作用する時の食い違い格子点の差

分式による数値計算結果（各格子点の速度波形）を示す。時間の経過とともに速

度波形の後部に振幅の小さい減衰振動的な波形が現れている。これらは時間や

空間微分の 1 次精度の差分式を用いたことによる誤差であると思われる。時間

や空間の離散化を更に小さくすると解消できる。 

  上述のように小さい数値計算誤差が含まれるが、以下のように伝播速度や反射

波と透過波の振幅や位相は、理論解とほぼ同じであると言える。 
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（１）伝播速度 

図 5.8-2 において、地表面の微分リッカー波外力による速度波形が下降して吸

収境界まで到達する最大振幅の速度波形から、１層の伝播速度は、最大振幅の波

の移動時間(0.316=0.375-0.059)と距離(0.25)より 0.79km/s と読み取れる。この

伝播速度は計算で用いた 1 層の速度 0.8km/s とほぼ同じである。また、2 層の伝

播速度は、移動時間(0.754=1.129-0.375)と距離(0.75)より 0.99km/s と読み取れ、

これも計算で用いた 2 層の速度 1km/s とほぼ同じである。 

（２）反射波と透過波の振幅 

 1 層と 2 層の境界では、波の反射と透過が見られる。この境界で反射した波は

地表面に逆位相で進み、地表面では 2 倍の振幅となっている。この反射波の振

幅は、解析解では 0.282 倍（反射率、例題 5.8-1 参照）で、図の反射波の振幅比

（0.29=0.258/0.8668）はほぼ解析解と同じである。地表面で反射した波は同位

相で下方に進み境界で反射し、逆位相で地表面に伝播することを繰り返すのが

読み取れる。境界から下方に進む波は、透過波であり同位相である。解析解の透

過波振幅は、1 層の下降波振幅の 0.718 倍（透過率、例題 5.8-1 参照）であるが、

図の透過波の振幅比（0.72=0.6257/0.8668）とほぼ同じである。 
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図 5.8-2 地表面に微分リッカー波外力を作用させた場合の地表から深さ 1km の

吸収境界までの 0.15km 毎の速度波形 
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例題 5.8-1 反射率と透過率 

  

深さ方向に x 軸を取ると、例題 A5.7-1 のように波動方程式の解は、上昇波

と下降波の和として与えられる。 

( , ) ( / ) ( / )in outu t x f t x C f t x C                       (A5.8-1.1) 

簡単化のために 1 層と 2 層の境界は、図 A5.8-1.1 のように x=0 に設定する。 

 

 

 

 

 

 

 

図 A5.8-1.1 入射波の境界での反射波と透過波の記号 

 

 入射波は 1 層の下降波として与える。この条件で境界での反射波（1 層の上

昇波）と透過波（2 層の下降波）の関係を求める。境界では、変位とせん断応
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力が等しくなければならない。この境界条件は次式で与えられる。 

1 2

1 2
1 2

( ,0) ( ,0)

( ,0) ( ,0)

u t u t

u t u t

x x

                                   (A5.8-1.2) 

上段の条件式から、次式が得られる。 

2 1 1( ) ( ) ( )out in outf t f t f t                                    (A5.8-1.3) 

下段の条件式から、例題 A5.7-1 の変数変換による微分を用いると、次式が得

られる。 

2 2 1 1 1

2 1

( ) ( ) ( )out in outdf t df t df t

C dt C dt dt
                      (A5.8-1.4a) 

上式を時間で積分すると、次式が得られる。 

2 1
2 1 1

2 1

( ) ( ( ) ( ))out in outf t f t f t
C C

                          (A5.8-1.4b) 

伝播速度は、次式のようにせん断剛性と密度で表される。 

2 2
1 1 1 2 2 2,C C                                    (A5.8-1.4c) 

したがって、境界でのせん断応力が等しいという条件の式(A5.8-1.4b)は、次

式のようになる。 

2 2
2 1 1

1 1

( ) ( ) ( )out in out

C
f t f t f t

C
                          (A5.8-1.5) 

式(A5.8-1.3)と式(A5.8-1.5)から、次式のように反射波と透過波が入射波から

求められる。 

1 1 2 1( ) ( ), ( ) ( )in out out outf t Rf t f t Tf t                    (A5.8-1.6a) 
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ここに、反射率Rと透過率T は、次式で与えられる。 

1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 1 1 2 2

2
, 1

C C C
R T R

C C C C
          (A5.8-1.6b) 

結局、1 層の反射波（上昇波）と 2 層の透過波（下降波）は、次式のように

反射率と透過率を入射波に掛けて求められる。 

1 1 1 1

2 2 1 1

( / ) ( / )

( / ) ( / )
in out

out out

f t x C Rf t x C

f t x C Tf t x C
                     (A5.8-1.7) 

 5.8 節の数値計算で用いた 2 層弾性体の場合、反射率と透過率は、次式の値

となる。 

 

1 1 2 2

1 1 2 2

1 1

1 1 2 2

700 800 1000 1000
0.282

700 800 1000 1000
2 2 700 800

0.718
700 800 1000 1000

C C
R

C C
C

T
C C

  (A5.8-1.8) 

反射率が負であることは、反射波の位相が入射波の位相の逆であることを示

す。透過波は正であるので、透過波の位相は、入射波の位相と同位相である。 
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６章 2 次元ＳＨ波の食い違い格子点差分式 

 

 

 ここでは、5 章の 1 次元波動方程式の食い違い格子点差分式と同様に 2 次元

SH 波の波動方程式の食い違い格子点差分式と地表面条件と数値計算例を示す。 

 

 

6.1 2 次元ＳＨ波と食い違い格子点差分式 

 

 地震動等の地盤震動問題では、右手座標系で深さ方向にz軸を取る（例えば、

原田・本橋(2017)）。SH 波は面内問題と呼ばれるように水平方向の変位vのみと

なり、力のつり合い式と応力・歪式は、次式で与えられる。 

力のつり合い式：
2

2

yx yz
y

v
f

x zt
                 (6.1-1a) 

応力・歪式： ,yx yz

v v

x z
                       (6.1-1b) 

変位の代わりに速度を使って、状態方程式のように書き変えると、次式が得られ

る。 
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              (a) 時間軸の食い違い格子点構造 

 

 

  

  

 

  

 (b) 空間軸の食い違い格子点構造 

図 6.1-1 SH 波動方程式の食い違い格子点（(a)時間軸、(b)空間軸）の構造 
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yx yz
y

yx

yz

v
f

t x z
v

t x
v

t z

                                   (6.1-2) 

  上式の食い違い格子点差分式では、図 6.1-1 のように速度では、時間

（ 1/ 2, 1/ 2n n ）と空間（( , 1),( , 1)j j k k ）の食い違い格子点を用いる。

せん断応力では、時間（ , 1n n ）と空間（( , 1),( , 1)j j k k ）の食い違い格子

点を用いる。定式化すると、以下のようになる。 

格子点（ , ,jh kh ndt）の速度微分の差分式は、次式のようになる。 

, 1/2 1/2
, , ,( )j k n n
j k j k j k

v
v v

t dt
                             (6.1-3a) 

力のつり合い式右辺の応力の空間微分の差分式は、次式で与えられる。 

1/2, 1/2,

, 1/2 , 1/2

1
( )

1
( )

yx n n
yxj k yxj k

yz n n
yzj k yzj k

x h

z h

                            (6.1-3b) 

また、応力速度・歪速度式の差分式は、次式のようになる。 

1
1/2, 1/2,

1/2, 1/2 1/2
1, ,

1
( )

( )

yx n n
yxj k yxj k

j k n n
j k j k

t dt
v

v v
x h

                           (6.1-3c) 

同様に、 
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1
, 1/2 , 1/2

, 1/2 1/2 1/2
, 1 ,

1
( )

( )

yz n n
yzj k yzj k

j k n n
j k j k

t dt
v

v v
z h

                           (6.1-3d) 

 以上より、式(6.1-2)の食い違い格子点差分式の漸化式は、次式で与えられる。 

,1/2, 1/2,1/2 1/2
, ,

, ,, 1/2 , 1/2

1 1/2 1/2
1/2, 1/2, 1/2, 1, ,

1
, 1/2 , 1/2 , 1/2

( )

(

n n
j kyxj k yxj kn n

j k j k n n
j k j kyzj k yzj k

n n n n
yxj k yxj k j k j k j k

n n
yzj k yzj k j k

fdt
v v

h

dt
v v

h

dt

h
1/2 1/2

, 1 , )n n
j k j kv v

          (6.1-4) 

上式上段式から、時刻 1/2n の速度が時刻 1/2n の速度と時刻n のせん断

応力から計算できる。また、上式中段と下段式から、時刻 1n のせん断応力が

時刻n のせん断応力と時刻 1/2n の速度から計算できる。外力 ,j kf は速度格

子点で与えられる。 

 

 

6.2 2 次元ＳＨ波と通常の格子点差分式 

 

 食い違い格子点法による差分式の他に、通常の格子点による変位の差分式を

示しておく。2 次元ＳＨ波動方程式は、式(6.1-1b)を式(6.1-1a)に代入して変位

に関する次式のようになる。 
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2 2 2

2 2 2 2

1 yfv v v

C t x z

C

                                       (6.2-1) 

ここに、C は SH 波の速度を意味する。 

 離散化し、変位を次式のように表すものとする。 

,( , , ) ( , , ) n
j kv x z t v jh kh ndt v                                     (6.2-2a) 

変位に関する波動方程式を 2 次精度の中央差分式で近似し、整理すると、次式

の漸化式が得られる。 

1 1 2
, , 1, 1, , 1 , 1

2
,

( )

2(1 2 )

n n n n n n
j k j k j k j k j k j k

n
j k

v v r v v v v

r v　　　　　　　　
             (6.2-2b) 

ここに、 /r Cdt hである。 

 上式の漸化式により、1 次元の場合と同様に初期条件（初期変位分布と初速度

（通常は零））を与えて、逐次、空間と時間を更新してすべての格子点の変位を

求めることができる。） 
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6.2 外力や入射速度 

 

 速度格子点で与えられる外力 ,j kf は、震源断層からの SH 波成分の外力（原田・

本橋(2017)）を与えることもできる。3 次元断層モデルから得られる 3 次元波動

場から、SH 波成分を取り出すことが可能であるので、SH 波成分の外力を作用

させたＳＨ波のみをあえて取り扱うことはしないのが一般的である。外力が作

用する時の SH 波動の特性を調べる時には、次式のようなリッカー波を外力や

入射速度として用いることが多い。 

22 /2( ) (1 )eyf t F                                      (6.2-1a) 

ここに、F は振幅係数、 は無次元時間を表し、リッカー波の次式のようにリ

ッカー波の卓越振動数 0または、卓越周期 0T の関数で与えられる（原田・本橋

(2021)）。 

2
0

0 0
0

2
, 2( / 1),

2

D
F t T T                      (6.2-1b) 

 図 6.2-1 は、振幅を 1 とした時の卓越振動数 0 2 ,20 （卓越周期 1 秒と 0.1

秒）のリッカー波を示す。 
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図 6.2-1 振幅を 1 とした時の卓越振動数 0 2 ,20 （卓越周期 1 秒と 0.1 秒）

のリッカー波 

 

 

6.3 地表面の境界条件 

 

 SH 波動方程式では、地表面を零とした深さ方向にz軸を取り、地表面では次

式のようにz軸方向のせん断応力 yz が零である。 

0yz

v

z
                                                 (6.3-1a) 

 差分式での地表面境界条件では、図 6.3-1 のように地表面に対応する格子点

（ 0k ）上に仮想格子点（ 1/2k ）を設置し、式(6.3-1a)を満たすせん断

応力を求める。せん断応力 yz の格子点が地表面（ 0k ）に無いので、5.5 節の

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 0.5 1 1.5 2

基
準
化
振
幅

時間軸（秒）

卓越周期0.1秒 卓越周期1秒



103 

 

1 次元波動方程式の場合と同様に地表面上下の格子点の平均値で地表面のせん

断応力 yz とする。このため式(6.3-1a)の離散化条件は次式のようになる。 

, 1/2 ,1/2
n n
yzj yzj

                                           (6.3-1b) 

上式は地表面のどの時刻とどの場所でも成立する。 

 このせん断応力の境界条件を式(6.1-4)に代入すると、地表面上の仮想点のせ

ん断応力
, 1/2

n
yzj

が求められる。これにより、地表面速度が式式(6.1-4)の上段式

から求められる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 6.3-1 地表面の境界条件 
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6.4 数値計算例 

 

（１）地中のリッカー波による半無限弾性体の波動場 

最初の例として、Jiang (2012)による半無限弾性体の地下中央に卓越振動数

12Hz のリッカー波が作用した時の吸収境界と地表面での反射波の様子を示す。 

 半無限弾性体モデルでは、750ｍ四方の正方形領域対象に地表面と吸収境界を

用いた。この正方形領域の中心にリッカー波を外力として作用させた。また、次

式の物性値と離散化パラメータを用いた。 

32020.73m/s, 2380.90kg/m

0.00025s, 1.25m

0 ~ 750m, 0 ~ 750m

2020.75 0.00025 1
0.4 0.71

1.25 2

S

S

C

dt h

x z

C dt
r

h

              (6.4-1) 

この計算は、 0.4 0.71r のため無条件安定である。 

 図 6.4-1 は、t=0.05 秒毎の 6 時刻の SH 波動場のスナップショットを示す。

中央点のリッカー波外力による波動が等速度で遠方に広がり、吸収境界の側方

面と底面に到達すると、波動が吸収されている（(e)t=0.25s）。地表面で反射し

た波動は、5.7 節の 1 次元波動と同じように同位相で下方に伝播している

（(f)t=0.30s）。 
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図 6.4-1 リッカー波外力による半無限弾性体の t=0.05 秒毎の 6 時刻の SH 波

動場のスナップショット 

 

（２）リッカー波の鉛直入射による不整形弾性体の地表面波 

 次の例題は、Boore(1972)によるリッカー波の鉛直入射による不整形弾性体の

地表面波形を示す。 

 図 6.4-2 は、不整形基盤モデルを示す。Ｓ波速度 3500m/s の基盤が波長５km

の余弦関数（cos 関数）の不整形基盤で中心部が深さ 600ｍ、浅い表層地盤部は

100m である。この不整形基盤上にＳ波速度 700m/s の洪積層の表層地盤が堆積

するモデルである。なお、基盤と洪積層の密度は、それぞれ 3
1 1702.34kg/m 、 

3
2 2380.90kg/m と仮定した。 

 図 6.4-2 には、洪積層の表層地盤が最も深い（600ｍ）場所（A Point）と最も

浅い（100ｍ）場所（B Point）の地表面変位波形を実線で示す。浅い場所の地表

面波形は入射波形のリッカー波に似ているが、深い場所の地表面波形は継続時

間も長くリッカー波形とは似ていない。最も深い場所の変位波形には、1 次元地

盤としての地表面応答変位波形を破線で示している。この破線と 2 次元地盤の
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応答には大きな違いがみられる。 

 

 

 

 

 

 

図 6.4-2  Boore(1972)によるリッカー波の鉛直入射による不整形弾性体の地

表面波形の比較 
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７章 2 次元 P・SV 波の食い違い格子点差分式 

 

 

ここでは、5 章の 1 次元波動方程式の食い違い格子点差分式と同様に 2 次元

P・SV 波の波動方程式の食い違い格子点差分式と地表面条件と数値計算例を示

す。 

 

 

7.1 2 次元 P・SV 波と食い違い格子点差分式 

 

 右手座標系で深さ方向にz軸を取る（例えば、原田・本橋(2017)）。P・SV 波

は面外問題と呼ばれる。x軸水平方向の変位uと z軸鉛直方向の変位w が連成す

る波動方程式となり、力のつり合い式と応力・歪式は、次式で与えられる。 

力のつり合い式：

2

2

2

2

xx xz
x

zx zz
z

u
f

x zt

w
f

x zt

                  (7.1-1a) 
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応力・歪式：

( 2 )

( 2 )

,

xx

zz

xz xz zx

u w

x z

w u

z x

w u

x z

                  (7.1-1b) 

ここに、S 波と P 波速度とラーメの定数と密度の関係は、次式で与えられる。 

2
, ,S P S PC C C C                         (7.1-1c) 

変位の代わりに速度を使って、状態方程式のように書き変えると、次式が得ら

れる。 

( 2 )

( 2 )

,

xx xz
x

zx zz
z

xx

zz

xz xz zx

u
f

t x z

w
f

t x z

u w

t x z

u w

t x z

w u

t x z t t

                        (7.1-2) 

  上式の食い違い格子点差分式では、図 7.1-1(a)のように速度では、時間

（ 1/ 2, 1/ 2n n ）、応力では時間（ , 1n n ）を用いる。しかし、空間に関し

ては図 7.1-1(b)のようにやや複雑な格子点となる。水平方向の速度uでは、（ ,j k） 



109 

 

 

 

 

 

 

              (a) 時間軸の食い違い格子点構造 

 

 

  

  

 

  

 (b) 空間軸の食い違い格子点構造 

図 7.1-1 P・SV 波動方程式の食い違い格子点（(a)時間軸、(b)空間軸）の構造 
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1 次精度の差分式で定式化すると、次式のようになる。 

,1/2, 1/2,1/2 1/2
, ,

, ,, 1/2 , 1/2

1, 1/2 , 1/21/2 1/2
1/2, 1/2 1/2, 1/2

1/2, 1/2 1/2, 1 1

n n
xj kxxj k xxj kn n

j k j k n n
j k j kxzj k xzj k

n n
xzj k xzj kn n

j k j k n
j k zzj k zzj

fdt
u u

h

dt
w w

h
/2,

1/2, 1/2

1/2, 1/2

1/2,1 1/2 1/2
1/2, 1/2, 1, ,

1/2, 1/2 1/2
1/2, 1/2 1/2, 1/2

1
1/2, 1/2

( 2 )
( )

( )

n
k

zj k

j k

j kn n n n
xxj k xxj k j k j k

j k n n
j k j k

n
zzj k zzj

f

dt
u u

h
dt
w w

h

　　　　　　　

　　　　　　　

1/2, 1/2 1/2
, 1/2, 1/2 1/2, 1/2

1/2, 1/2 1/2
1, ,

1/2 1/2
, 1/21 1/2, 1/2 1/2, 1/2

, 1/2 , 1/2 1/2 1/
1, ,

( 2 )
( )

( )

j kn n n
k j k j k

j k n n
j k j k

n n
j kn n j k j k

xzj k xzj k n n
j k j k

dt
w w

h
dt
u u

h

dt w w

h u u

　　　　　　　

2

 (7.1-3) 

また、数値計算上の安定性条件は、2 次元であること、 S PC C を考慮すると、

次式で与えられる。 

1
0.707

2
P

dt
r C

h
                     (7.1-4) 
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7.2 地表面の境界条件 

 

 地表面の鉛直応力とせん断応力は零なので、地表面条件は次式で与えられる。 

0 0
0, 0zz xzz z

                                      (7.2-1) 

差分式の場合、図 7.2-1 のように地表面の上に仮想点を設ける。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図 7.2-1 地表面の境界条件 

鉛直応力は地表面にあるので、差分式では、直接的に次式で与えられる。 

, 00
0 0n

zz zz j kk
                                     (7.2-2a) 
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一方、次式のようにせん断応力は、仮想点と内部点の平均値（中間値）で与えら

れる。 

1/2 1/2
, 1/2 , 1/20

0
2

xz xzk k n n
xz xzj k xzj kk

  (7.2-2b) 

 

 

7.3 剛壁の境界条件 

 

 図 7.1-1(b)で示し食い違い格子点において底面 1/ 2k K に剛壁が配置さ

れる場合で説明する。底面 1/ 2k K には、鉛直方向の速度の格子点があるの

で、これを次式のように零とすると、鉛直成分の剛壁条件となる。 

, 1/21/2
0 0n

j k Kk K
w w                                 (7.3-1a) 

水平成分は剛体壁に無いので、次式のように平均値（中間値）の値が零とする。 

1
, , 11/2

0
2

n nk K k K
j k K j k Kk K

u u
u u u       (7.3-1b) 
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7.4 吸収境界条件 

 

 吸収境界を底面に設置する場合で説明する。4.6 節の 1 次元の吸収境界と同じ

ように P・SV 波の吸収境界条件は、次式のように S 波と P 波の進行波（z 軸方

向の下降波あるいは進行波）を対象にして作ることができる。 

1
0

1
0

S

P

u u

z C t
w w

z C t

                                                (7.4-1) 

上式を底面の吸収境界の差分式で表すと、次式のようになる。 

1/2 1/2 1/2 1/2
, 1 , 2 , 1 , 1

1/2 1/2
1/2, 1/2 1/2, 3/2

1/2 1/2
1/2, 1/2 1/2, 1/2

1
0

1
0

n n n n
j K j K j K j K

S
n n
j K j K

n n
j K j K

P

u u u u

h C dt

w w

h
w w

C dt
　　　　　　　　　

            (7.4-2) 

上式を漸化式で表すと、次式の吸収境界条件が得られる。 

1/2 1/2 1/2
, 1 , 1 , 2

1/2 1/2 1/2
1/2, 1/2 1/2, 1/2 1/2, 3/2

(1 )

(1 )

n n n
j K S j K S j K

n n n
j K P j K P j K

u r u r u

w r w r w

              (7.4-3a) 

ここに、 

,S P
S P

C dt C dt
r r

h h
                                       (7.4-3b) 
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7.5 数値計算例 

 

食い違い格子点の差分式による P・SV 波の数値計算例として、Jiang(2012)に

よる地中のリッカー波外力による波動場を示す。 

図 7.5-1 は深さ 500m、長さ 1400ｍの地表面を有する一様弾性体を示す。ただ

し、図の中央の底辺近く（深さ 350～368ｍ、長さ 691～709ｍ）に P 波速度が

5000m/s と周辺より硬い 18ｍ正方形の弾性体を設置している（図 7.5-1 の赤い

□）。表 7.5-1 はこの弾性体モデルの物性値を示す。 

弾性体中（深さ 250ｍ、長さ 350ｍ）に卓越振動数 30Hz のリッカー波を外力

として作用さ、離散化パラメータは次式のものを用いたので、無条件安定である。 

1m, 0.0001s

3000 0.0001 1
0.3 0.71

1 2

P
P

h dt

C dt
r

h
                  (7.5-1) 

 
図 7.5-1 18ｍ正方形の硬い弾性体を含む深さ 500m、長さ 1400ｍの地表面を有

する一様弾性体 
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表 7.5-1 18ｍ正方形の硬い弾性体と深さ 500m、長さ 1400ｍの地表面を有する

一様弾性体の物性値 

弾性体 P 波速度(m/s) S 波速度(m/s) 密度(kg/m3) 

硬い弾性体 5000 2886.75 2602.95 

周辺弾性体 3000 1732.05 2290.89 

 

 図 7.5-2 は、0.04s 毎の鉛直と水平速度成分の波動場を示す。リッカー波外力

点から波動が 0.08s までは等円上に広がり、0.12s では、地表面での反射波が下

方に伝播している。0.16s では、18ｍ正方形の硬い弾性体で波動が反射している

様子が見られる。0.2ｓでは、地表面での反射と 18ｍ正方形の硬い弾性体での波

反射による波動場はきれいに分離して見える。 
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図 7.5-2 リッカー波外力による 0.04s 毎の鉛直（左）・水平速度（右）波動場 
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８章 3 次元波動の食い違い格子点差分式 

 

 

 右手系 3 次元直交座標系の 3 次元波動方程式の食い違い格子点の差分式を整

理し、点震源モデルによる地震動の数値計算例を示す。 

 

 

8.1 波動方程式の状態方程式表示 

 

 右手系 3 次元直交座標系の 3 次元波動方程式の状態方程式表示は、力のつり

合い式から次式で与えられる。 

xyxx xz
x

yx yy yz
y

zyzx zz
z

ij ji

u
f

t x y z

v
f

t x y z

w
f

t x y z

                                (8.1-1a) 

また、応力・歪・変位の関係式より、応力・速度の関係は次式で与えられる。 
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( 2 )

( 2 )

( 2 )

xx

yy

zz

xy yx

yz zx

zx xz

u v w

t x y z

u v w

t x y z

u v w

t x y z

v u

t t x y

w v

t t y z

u w

t t z x

                              (8.1-1b) 

 

 

8.2 差分式の漸化式 

 

 7.1 節と同じように時間軸の食い違い格子点としては、速度では、時間

（ 1/ 2, 1/ 2n n ）、応力では時間（ , 1n n ）を用いる。空間の軸の食い違い

格子点は、図 8.2-1 のように構成する。この立方体が一つのユニットとなり全体

系の空間が食い違い格子点で離散化される。 

このような時間と空間の食い違い格子点を使うと、時間と空間の 2 次精度の

差分式から、次式の漸化式が得られる。 
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図 8.2-1 食い違い格子点の速度と応力および物性値（ラーメの定数と密度）の

評価点 

 

  

1, , , ,
1/2 1/2
1/2, , 1/2, , 1/2, 1/2, 1/2, 1/2,

1/2, ,
1/2, , 1/2 1/2, , 1/2

1/2 1/2
, 1/2, , 1/2,

n n
xxi j k xxi j k

n n n n
i j k i j k xyi j k xyi j k

i j k n n
xzi j k xzi j k

n n
i j k i j k

dt
u u

h

d
v v

1/2, 1/2, 1/2, 1/2,

, 1, , ,
, 1/2,

, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2

1/2, , 1/2
1/2 1/2

, , 1/2 , , 1/2
, , 1/2

n n
xyi j k xyi j k
n n
yyi j k xxi j k

i j k n n
yzi j k yzi j k

n
xzi j k xzi

n n
i j k i j k

i j k

t

h

dt
w v

h

1/2, , 1/2

, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2

, , 1 , ,

n
j k

n n
yzi j k yzi j k ji
n n
yyi j k xxi j k

(8.2-1a) 
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, ,1 1/2 1/2
, , , , 1/2, , 1/2, ,

1/2 1/2
, , , 1/2, , 1/2,

1/2 1/2
, , 1/2 , , 1/2

1
, , , ,

( 2 )
( )

( 2 )

i j kn n n n
xxi j k xxi j k i j k i j k

n n
i j k i j k i j k

n n
i j k i j k

in n
yyi j k yyi j k

dt
u u

h
dt v v

h w w
　　　　　　　　

, , 1/2 1/2 1/2 1/2
, 1/2, , 1/2, , 1/2, , 1/2,

1/2 1/2
, , 1/2, , 1/2, ,

1/2 1/2
, , 1/2 , , 1/2

1
, , , ,

( )( )

(

j k n n n n
i j k i j k i j k i j k

n n
i j k i j k i j k

n n
i j k i j k

n n
zzi j k zzi j k

dt
v v v v

h
dt u u

h w w
　　　　　　　　

, , 1/2 1/2
, , 1/2 , , 1/2

1/2 1/2
, , 1/2, , 1/2, ,

1/2 1/2
, 1/2, , 1/2,

2 )
( )i j k n n
i j k i j k

n n
i j k i j k i j k

n n
i j k i j k

dt
w w

h
dt u u

h v v
　　　　　　　　

            

(8.2-1b) 

1
1/2, 1/2, 1/2, 1/2,

1/2 1/2
1/2, 1/2, 1/2, 1, 1/2, ,

1/2 1/2
1, 1/2, , 1/2,

1
1/2, , 1/2 1/2, , 1/2

n n
xyi j k xyi j k

n n
i j k i j k i j k

n n
i j k i j k

n n
xzi j k xzi j k

dt u u

h v v
　　　　　　　　　　

　　　　　　　　　　

1/2 1/2
1/2, , 1/2 1/2, , 1 1/2, ,

1/2 1/2
1, , 1/2 , , 1/2

1
, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2

1/2 1
, 1/2, 1/2 , 1/2, 1 , 1/2,

n n
i j k i j k i j k

n n
i j k i j k

n n
yzi j k yzi j k

n n
i j k i j k i j k

dt u u

h w w

dt v v

h
　　　　　　　　　　

/2

1/2 1/2
, 1, 1/2 , , 1/2
n n
i j k i j kw w

  (8.2-1c) 

また、数値計算上の安定性条件は、3次元であること、 S PC C を考慮すると、

次式で与えられる。 

1
0.58

3
P P

dt
r C

h
                     (8.2-2) 
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8.3 地表面の境界条件 

 

地表面の鉛直応力とせん断応力は零なので、地表面条件は次式で与えられる。 

0 0 0
0, 0, 0zx zy zzz z z

                       (8.3-1a) 

7.2 節の P・SV 波の場合と同じように地表面の上にせん断応力用の仮想点を設

ける。この地表面の境界条件は、次式で与えられる。 

1/2, , 1/2 1/2, , 1/2

, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2

, 0 0

n n
zxi j k zxi j k
n n
zyi j k zxi j k
n
zz j k

                               (8.3-1b) 

 上式は、以下のような考察から求められる。 

鉛直応力は地表面にあるので、差分式では、直接的に次式で与えられる。 

, 00
0 0n

zz zz j kk
                                       (8.3-2) 

一方、次式のようにせん断応力は、仮想点と内部点の平均値（中間値）で与えら

れる。 

1/2 1/2

0

1/2 1/2

0

0
2

0
2

zx zxk k
zx k

zy zyk k
zy k

                 (8.3-3a) 

上式を図 8.2-1 の食い違い格子点のせん断応力の評価点を考慮して、格子点で表
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すと、次式のようになる。 

1/2, , 1/2 1/2, , 1/2

, 1/2, 1/2 , 1/2, 1/2

n n
zxi j k zxi j k
n n
zyi j k zxi j k

                            (8.3-3b) 

 

 

8.4 吸収境界条件 

 

 ＳH 波や P・SV 波の 2 次元波動で用いた平面波の進行波を仮定した吸収境界

を用いる。この方法は境界面に垂直に入射する平面波を仮定し、簡単である。 

 3 次元問題では、Graves (1996)に従って、P 波を吸収境界に垂直な成分に分

解して使う。S 波では、吸収境界に平行な成分に分解して使う。吸収境界面の角

では、Ｐ波とＳ波の平均値を使うものとする。 

 

 

8.5 震源断層モデルと体積力 

 

 3 次元波動方程式の差分式(8.1-1a)において、右辺の単位体積当たりに作用す

る体積力を導入すると、震源断層による地震波動を計算することができる。1 次

元問題や 2 次元問題と同様に体積力は速度成分の格子点に作用させる。 
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 図 8.5-1 はせん断型源断層モデルとその記号を示す。 

 

 

 

 

 

図 8.5-1 せん断型源断層モデルとその記号 

ここに、x軸は震源断層（長さLと幅W）の走行に設定する。断層上端左端の

点は震源位置（ , ,so so sox y z ）を表す。また、断層面の傾斜角とすべり角を , と

し、平均すべり量をDとする。 

 このようなせん断型震源モデルと座標を用いると、j 軸方向に離れた i 軸方向

の双力で定義される地震モーメント ( )ijM t は、次式で表される（原田・本橋

(2017)）。 

0

0( )

sin cos( )

cos cos( )
( )

sin2 sin( )

( ) cos2 sin

( ) sin2 sin

xx

xy

xz

yy

yz

zz

M t

M t

M t
M t

M t

M t

M t

                                 (8.5-1a) 

ここに、断層面のせん断剛性率と断層面積を ,S LW とし、すべり時間関 ( )D t

 

( , , )so so sox y z  

 
W  

L  

x  

z  

y  

D  
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とすると、地震モーメント時間関は、次式で与えられる。 

0( ) ( )M t SD t                                                  (8.5-1b) 

最終平均すべり量を 0 ( )D D t とすると、地震モーメントが得られる。 

0 0M SD                                                      (8.5-1c) 

 地震モーメント ( )ijM t の定義に、単位体積当たりに作用する体積力 if と食い

違い格子点の速度成分に体積力を作用させることを考慮すると、地震モーメン

トと体積力の関係が次式のように求められる。 

体積力 xf では、 

3

4

3

4

3

4

( )
( ) ( )

( )
( 2 )2 ( )

4
( )

( 2 )2 ( )
4

xx
x xx x

xy
x xy x

xz
x xz x

M t
f h h M t f

h
M t

f h h M t f
h

M t
f h h M t f

h

                              (8.5-2a) 

同様に体積力 ,y zf f では、 

4 4 4

4 4 4

( ) ( ) ( )
, ,

4 4
( )( ) ( )

, ,
4 4

yy xy yz
y y y

yzzz xz
z y y

M t M t M t
f f f

h h h
M tM t M t

f f f
h h h

                      (8.5-2b) 

これらの体積力を速度成分格子点に双力として作用させる。これを離散化した

格子点（図 8.2-1）で表現すると、体積力 xf では、図 8.2-2 のような格子点によ

り、次式のように表される。 
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地震モーメント ( )xxM t ：（図 8.2-2） 

1/2, , 1/2, ,4 4

( ) ( )
,xx xx

xi j k xi j k

M t M t
f f

h h
                        (8.5-3a) 

地震モーメント ( )xyM t ： 

1/2, 1, 1/2, 1,4 4

1/2, 1, 1/2, 1,4 4

( ) ( )
,

4 4
( ) ( )
,

4 4

xy xy
xi j k xi j k

xy xy
xi j k xi j k

M t M t
f f

h h
M t M t

f f
h h

                   (8.5-3b) 

地震モーメント ( )xzM t ： 

1/2, , 1 1/2, , 14 4

1/2, , 1 1/2, , 14 4

( ) ( )
,

4 4
( ) ( )
,

4 4

xz xz
xi j k xi j k

xz xz
xi j k xi j k

M t M t
f f

h h
M t M t

f f
h h

                   (8.5-3c) 

同様に体積力 yf では、図 8.2-3 より、次式のように表される。 

地震モーメント ( )yyM t ： 

, 1/2, , 1/2,4 4

( ) ( )
,yy yy

yi j k xi j k

M t M t
f f

h h
                         (8.5-4a) 

地震モーメント ( )xyM t ： 

1, 1/2, 1, 1/2,4 4

1, 1/2, 1, 1/2,4 4

( ) ( )
,

4 4
( ) ( )
,

4 4

xy xy
xi j k xi j k

xy xy
xi j k yi j k

M t M t
f f

h h
M t M t

f f
h h

                    (8.5-4b) 

地震モーメント ( )yzM t ： 

, 1/2, 1 , 1/2, 14 4

, 1/2, 1 , 1/2, 14 4

( ) ( )
,

4 4
( ) ( )
,

4 4

yz yz
yi j k yi j k

yz yz
yi j k yi j k

M t M t
f f

h h
M t M t

f f
h h

                    (8.5-4c) 

体積力 zf では、図 8.2-4 より、次式のように表される。 
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地震モーメント ( )zzM t ： 

, , 1/2 , , 1/24 4

( ) ( )
,zz zz

zi j k zi j k

M t M t
f f

h h
                          (8.5-5a) 

地震モーメント ( )xzM t ： 

1, , 1/2 1, , 1/24 4

1, , 1/2 1, , 1/24 4

( ) ( )
,

4 4
( ) ( )
,

4 4

xz xz
zi j k xi j k

xz xz
zi j k zi j k

M t M t
f f

h h
M t M t

f f
h h

                    (8.5-5b) 

地震モーメント ( )yzM t ： 

, 1, 1/2 , 1, 1/24 4

, 1, 1/2 , 1, 1/24 4

( ) ( )
,

4 4
( ) ( )
,

4 4

yz yz
zi j k zi j k

yz yz
zi j k zi j k

M t M t
f f

h h
M t M t

f f
h h

                    (8.5-5c) 
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図 8.2-2 体積力 xf と地震モーメント時間関数 ( ), ( ), ( )xx xy xzM t M t M t の関係 
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図 8.2-3 体積力 yf と地震モーメント時間関数 ( ), ( ), ( )yy xy yzM t M t M t の関係 
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図 8.2-4 体積力 zf と地震モーメント時間関数 ( ), ( ), ( )zz xz yzM t M t M t の関係 
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8.6 数値計算例 

 

 3 次元問題に食い違い格子点の差分式を適用して数値解析をする場合、計算機

メモリーの有効的使用法が必要になる。Graves(1996)は計算機メモリーの有効

な使用法を使い、3 次元地震動の計算をしている。ここでは、Graves(1996)の点

震源による半無限弾性体地表面の地震動波形の計算結果を示す。 

 深さ 2.5km に点震源を設定し、そのモデルのパラメータは、表 8.6-1 に示す。 

表 8.6-1 点震源パラメータ 

地震モーメント(Seismic Moment) 
23 16

0 10 dyn cm(=10 N m)M ・  

震源速度関数 

(Slip Velocity Time Function) 
時間幅１s の 3 角形波形 

断層走向角(Strike Angle) 0  

断層傾斜角(Dip Angle) 90  

断層すべり角(Slip Angle) 0  

  

 半無限弾性体の物性値と離散化パラメータは、次式の値を用いた。

0.4 0.58Pr なので、無条件安定である。 
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34000m/s, 2300m/s, =1800kg/m

250m, 0.025s

4000 0.025 1
0.4 0.58

250 3

P S

P
P

C C

h dt

C dt
r

h

                 (8.6-1) 

 観測点は、点震源から 10 ㎞の地表面とする。その直交座標点は、次式で与え

られる。 

10cos 45 7.071km, 10sin 45 7.071kmx y       (8.6-21)  

図 8.6-2 は、点震源から 10 ㎞の地表面の鉛直・半径方向・接線方向の速度波

形を実線で示す。点線は波数積分法で求めた速度波形である。両者は良く一致し

ている。 

 

図 8.6-2 点震源モデルによる地表面の鉛直・半径方向・接線方向の速度波形

（差分法：実線、波数積分法：破線） 
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