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１． はじめに 

 

 [1]に，次の定理が述べられている。 

 

定理 A  ([1]) 互いに素な自然数 と任意の整数  について，  とお

けば，次の連立 1 次合同式 

      

≡
≡

⋮
≡

    

は  で唯 1 つの解を持つ。 
 

[1]ではこのあと，互いに素では必ずしもない一般の自然数  について，この連立 1 次合同式が

解を持つための ⋯  の満たすべき必要十分条件が与えられている。この論文の目的は，[1]で示されて

いる帰納的な方法とは別の方法でこの性質が正しいことを示すことである。この方法は，[1]で扱われている互

いに素の場合の直接的なガウスの方法を用いるものである。合同式を使って示すこともできるが，ここでは剰

余類群を使って示す。 

 

２．準備 

  

自然数  と， ≦  を満たす整数  に対し集合  

∈ ℤ を で割った余りは となる。  を定め，  の任意の元  について  と表す。すると，

ℤ ⋃ ⋃⋯⋃ −  となる。このとき，ℤ −  とおくと，これは加法について群になる。こ

れを，ℤ の  による剰余類群という。剰余類群の言葉を使えば，定理 A は次のように言い換えることができ

る。 
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定理 B 互いに素な自然数 と任意の整数  について，  とおけば，

次の連立 1 次方程式 

        

⎩⎪
⎨
⎪⎧
ℤ において 

ℤ において 

⋮
ℤ において 

 

は ℤ  において唯 1 つの解を持つ。 
 
さらに，上で述べている[1]の「必要十分条件」は剰余類群の言葉を使えば次のように言い表すことができる。 

 
定理 C 自然数 と整数  について，任意の  に対し  とおけ

ば，次の連立 1 次方程式 

      

⎩⎪
⎨
⎪⎧
ℤ において 

ℤ において 

⋮
ℤ において 

    

が解を持つための必要十分条件は，任意の  に対し ℤ において  が成り立つことである。しかも

このとき，  とおけば，これは  で唯 1 つの解を持つ。 
 
 次は自明な性質であるが，ここで役に立つ。 
 
補題 自然数  に対し， 
   ∶ ℤ ⎯⎯⎯ ℤ  
が写像になるための必要十分条件は  が成り立つことである。 
 

３．定理 C の証明と例 
 

定理 C の証明  示すべきことは，与えられた条件の十分性である。 
まず，  を素因数分解する。 

  

⎩⎪
⎨
⎪⎧

⋯
⋯

⋮
⋯

,   ⋯ は相異なる素数，任意の  は非負整数 

任意の  に対し， 
⋯  ⋯⋯ ∗  

となる  を 1 つ定め， ≦ ≦  を満たす任意の  に対し ℎ のとき

≠ のとき
 とおき，任意の  に対

し ⋯  とおく。 
  は互いに素ゆえに，定理 A より，次の連立 1 次方程式は解  を持つ。 
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⎩⎪
⎨
⎪⎧
ℤ において 

ℤ において 

⋮
ℤ において 

 

この  が，任意の  に対し ℤ において  を満たすこと，すなわち，定理 B より，任意の  に対し 

ℤ において  を満たすことを示せばよい。  

まず，∗  より ⋯  とすれば，ℤ において  を満たす。 ≦   ゆ

えに より，補題から，ℤ において  となる。一方，  より，補題から，ℤ において

 となる。以上より，ℤ において  を満たすことを示すことができた。                      

（証明終） 
 
注意 上の証明の中で， ⋯  は相異なる素数としたが，証明を見れば，これは「互いに素な自然数」で

十分である。 
 
例 ℤ ℤ ℤ ∋  について，  となる整数  は定理 C より存在する。このとき，

ℤ ℤ ℤ  において，  となる整数  を見つければよい。 

・ ℤ  において  を満たす  は −  である。 

・ ℤ  において  を満たす  は  である。 

・ ℤ  において  を満たす  は  である。 

よって，求める解は ℤ  において， ∙ − ∙ ∙ ∙ ∙ ∙  である。 
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