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はじめに 

太陽のような活動中の天体は、原子やイオンと電子の混在した、いわゆるプラズマ状態にある。また、将来のエネ

ルギー源として各国が研究に力を注ぎ込んでいる核融合反応もプラズマ状態の反応である。電子とイオンの衝突が

どのような確率でおこるのかを正確に見積もることは、プラズマの温度や電子密度等を知る上で重要である。これら

の計算では、量子論的手法を用いて、歪曲波法、緊密結合法、および R 行列法などの近似法が用いられている。 

この中で R 行列法は今日最も精度のよい結果を与えるものと考えられている。 

ここでは、電子と K+の衝突問題をとりあげ、R 行列法を用いた計算に習熟すること、及び求まった散乱断面積と実

験値とを比較することを目的として計算を行った。 
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1．量子論の概要 

電子とイオンの衝突の計算には量子論的手法を

用いているため、量子論の基礎的な事柄について

最初に述べる。 

 

1-1. 水素原子 

一般に多粒子問題に対するシュレディンガー方程

式は解析的には解けず、正確な結果を得るにはいろ

いろな近似が必要になる。水素原子は、陽子と電子

からなる最も簡単な原子で、シュレディンガー方程式

が厳密に解ける数少ない例である。原子、イオン、分

子等を扱う計算では、h = me = e = 1 とする原子単位

(a.u.)を使うと扱いが簡単になる。そこで、本稿では特

にことわらない限り原子単位を用いる。 

静止した陽子を原点において、その周りを運動す

る電子の座標を ,,r で表示する極座標を用いる

とシュレディンガー方程式は 
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r
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2
1 2

,         (1) 

のように書ける。 は波動関数、 E は電子のエネ

ルギーである。波動関数は ),()( mn YrR ll

のように動径部分と角度部分の積として求めることが

できる。 )(rRnl は一般に (ｒの多項式)×exp(-αr) 

の形で表せる。 

水素原子の状態は n, l , m の３つの量子数を持ち、

n = 1, 2, 3 … ,  l  = 0, 1 ,..(n-1) ,  m = -l , .., 0,.. 

+l  のようなとびとびの値を持つ。主量子数nはエネ

ルギーを決め、方位量子数lや磁気量子数 m は電

子雲の形を表す量である。方位量子数l  = 0, 1, 2, 

3, ...に対応してs, p, d, f, ...の表示を慣習として使う。  

また、電子がスピンを持っておりそのスピン量子数

は -1/2, +1/2 の二つの状態をとることが分かって

いる。 

(1) 式を解いて得られる電子のエネルギーE は 

][60.13][1
22 eV

n
Ryd

n
En  ,   (2) 

として表される。エネルギーの単位のとり方について

は次の関係がある。 

 1[Ryd] = 0.5[a.u.] = 13.60[eV] . 

 

以下に水素原子のエネルギー準位を示す。 

 

      図１ 水素原子のエネルギー準位 

 

電子衝突や光の吸収等により水素原子は n=1 の

状態から n 2 の状態へ励起される。エネルギーの

高い状態 jE から低い状態 iE へ状態が遷移すると

水素原子は次の式に従う波長λの電磁波を放出す

る。 
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ここで h はプランク定数、c は光速である。 

 

1-2. 多電子原子 

 原子核に束縛された電子は軌道とスピンで状態が

指定される。電子はパウリの排他原理により、主量子

数、方位量子数、磁気量子数及びスピン量子数で指

定される一つの状態に 1 個しか存在できない。 

以下に元素の周期律表の原子番号 1 から 19 まで

の原子について基底状態の電子配置を示す。 

 

 
表１ 原子番号１から 19 までの元素の電子の状態 

 

原子番号3のリチウム原子の基底状態の電子配置

は、 1s2  
．

2s  2Seのように記す。これは 1s軌道に2個、 

2s 軌道に 1 個の電子が配置されていることを示す。 
２Seの S は、原子全体の角運動量が 0 であることを表

している。左肩の 2 は原子のスピンを S として（２S+1）

の値を示す。1, 2, 3,..をそれぞれシングレット、ダブ

レット、トリプレットと呼ぶ。右肩は原子内電子の各方

位量子数の和が奇数か偶数かを表すパリティと呼ば

れる物理量で o は奇数、e は偶数であることを示す。

また、右下に J と書くことがあり、これは軌道角運動量

とスピン角運動量の和で定義される全角運動量であ

る。 

  

1-3. 配置間相互作用法 

 多電子からなる原子の波動関数を決定することは

困難である。 近似的方法として配置間相互作用法

がある。ここでは 2 個の電子からなる He の波動関数

について考える。 He 型原子の波動関数Ψ(1,2)が

あったとする。1,2 は、２つの電子の空間座標とスピン

座標をまとめて表している。いまある規格直交関数系

)1(1 、 )1(2 ,...があって完全系とする。Ψ(1,2)は

)1(1 、 )1(2 ,...を使って展開できる。さらにそれ

ぞれの係数を )2(1 、 )2(2 ,...を使って展開する

と次のようになる。 

 Ψ(1,2)＝ .)2()1(
,

,
ji

jijiC        (4) 

係数 jiC , を何らかの方法で定めることができれば、

波動関数が求まることになる。 

 電子のようなフェルミ粒子の波動関数は二つの電

子の座標交換に対してその符号を変える性質（反対

称）があることがわかっている。いいかえると係数

jiC , と ijC , は絶対値が等しく符号が反対になってい

る。したがって上式はつぎのように書き換えることが

できる。 

  Ψ(1,2)＝ 
ji jj

ii
jiC

)2()1(
)2()1(

,  .     (5) 

i , j にたとえば水素型の軌道関数を使うと 2 個の

電子がそれぞれ軌道が i または j の状態にいる電子

配置を示していると考えてよい。このような形で波動

関数を求める方法を配置間相互作用(CI)の方法とい

う。 

 

1-4. 散乱断面積 

 ミクロな粒子と粒子が衝突する確率に関する散乱

断面積について述べる。この物理量は衝突断面積と

も言い面積の次元をもつ。 

衝突する２つの粒子の内部状態には何の変化も

起こさないときの衝突を弾性衝突という。それ以外は

非弾性衝突である。例えば電子が標的原子に衝突し、

その原子が励起または電離する場合には非弾性衝

突で、実験によって測ることができる。一方量子力学

的手法によってこれらの物理量を求めることもできる。

粒子が標的に衝突し散乱する場合、散乱方向に関し

ては、微少立体角 ddd sin の中に入射

粒子が散乱されて出てくるような衝突断面積を微分

断面積と呼び、全角度で積分したものを積分断面積

という。 

 

1-5. 衝突理論の概要 

 ここでは電子が原子に衝突し原子が励起する過程

について量子論的ないくつかの理論を簡単に述べ

る。標的原子の原子核を座標の原点にとり、電子の

内部座標をまとめて ar と書き、内部電子のハミルトニ

アンを )( aa rH とする。入射粒子の位置座標を r と

するとこの系に関するシュレディンガーの波動方程



   

  

式は次式で与えられる。 

.0),(),()(
2
1 2 rrErrVrH aaaa

 (6) 

ここで波動関数を標的原子の固有関数 で展開す

る。 

,)()(),( aa rrFrr              (7) 

.)()()( aaaa rErrH             (8) 

添え字βは固有状態を指定する量子数全体を表し、 

)(rF は、標的が )( ar 状態にあるときの入射又

は散乱電子の運動を表している。(7)を(6)に代入し、

左から特定の )(*
ar を掛けて(8)の関係を用い ar

で積分すれば次の式が得られる。 

,)()()()( 22 rFrUrFk            (9) 

.)(),()(2)(

,2/
*

2

aaaa drrrrVrrU

EEk
   (10) 

(9)式を解いて )(rF を求めることで断面積が計算で

きる。 

 

Born 近似 

U を一次の微少量と考え L
)1()0( FFF  

と展開して解く方法を Born 近似という。相互作用

U が小さいとして近似するので、衝突する電子の

速度が大きいときによく成り立つ。 

 

歪曲波の方法 

入射電子の衝突速度が遅くなるとその運動は原子

のつくるポテンシャルの影響を受け Born 近似で扱っ

た平面波から著しくゆがむと予想され、対角要素

U の効果が大きいとする近似法で次の連立方程

式を解く。この手法は歪曲波近似法と呼ばれており

入射電子のｴﾈﾙｷﾞｰが中間領域の場合に有効であ

る。 

.)()()()}({

,0)()}({

00
22

000
2

0
2

rFrUrFrUk

rFrUk      (11) 

 

緊密結合の方法 

(7)式で二つの状態 0 とαを考慮すると(11)式の近

似を改良することができる。この場合には次の式が

得られる。これは二状態近似法と呼ばれ、F0 と Fαが

互いに結合した連立方程式を解く必要がでてくる。 

.)()()()}({

,)()()()}({

00
22

0000
2

0
2

rFrUrFrUk

rFrUrFrUk        (12) 

(7)式における状態をさらに多くとり多次元の連立方

程式を解くことが一層よい近似となる。数値計算が可

能な範囲で互いに緊密に結びつく状態をできるだけ

たくさん取り入れた連立の方程式を解くやり方を緊密

結合の方法という。この方法は入射電子が標的に一

時的につかまるいわゆる共鳴状態を表すことができ

る。主に入射電子のｴﾈﾙｷﾞｰが低い場合に有用であ

る。 

 上記の取り扱いでは入射した電子が標的の束縛電

子と入れ代わって散乱されるという電子交換の効果

は考慮していない。厳密にはこの電子交換の効果を

取り入れた緊密結合法を解く必要がある。 

 

2． R 行列法の概要 

 上述の緊密結合法より有用な方法である R 行列法

について述べる。R 行列法は、初め原子核物理学の

分野で導入され、その後 Burke ら[3]によって電子と

原子の散乱過程に応用され原子物理学の分野で発

展した。R 行列法は、散乱の系における全空間を次

のように２つの領域に分けて計算を行う。 

電子と原子の衝突過程において、入射電子が標

的原子の電子雲の中に入ってくると、標的内電子と

入射電子との区別ができなくなる。そのような領域

（内部領域）では、標的内電子と入射電子との電子交

換の効果や電子相関効果を考慮する。 一方、内部

領域の外の領域（外部領域）では、電子交換や電子

相関効果を無視する。 

 

内部領域 

 この領域では標的原子の束縛電子（N 個）と入射電

子 1 個からなる N+1 個の電子系の状態を考え、配置

間相互作用法を用いて波動関数を決定する。波動

関数を次式のように表す。 

)( 11 Nk xx L   

ij N

Nij
NNNiijk r

ru
rxxcA

1

1
111 )ˆ,( L      

  .)( 11
j

Njjk xxd L        (1３)               

ここで、 ijkc と ijd は展開係数であり、 A は標的原子

と散乱電子の波動関数を反対称化させる演算子であ

る。関数 i は標的の波動関数に散乱電子の角度

部分及びスピン座標を含ませた関数である。第２項



   

  

の j は入射電子が原子に捕われ、N+1 電子系を構

成することを示す。 uij は散乱電子の波動関数の動

径部分であり次の境界条件を満足するように２階の

微分方程式より求める。 

.
)(

,0)0( b
dr

du
au

au
ar

ij

ij
ij    (14) 

a は内部領域の境界半径であり、b は任意定数であ

る。 

 

 外部領域 

電子と原子の衝突では、入射（散乱）電子は、標的

原子から十分離れたところでは電子交換の効果を無

視できる。そのような領域では緊密結合法による微

分方程式を解くことで散乱電子の波動関数を決定す

ることができる。 

外部領域で得られた散乱電子の波動関数と内部

領域で得られた散乱電子の波動関数を境界でなめ

らかにつなぐことにより、散乱振幅を得ることができる。

微分断面積は散乱振幅を用いて書き表せる。 

 

3． 電子衝突による K+ の励起断面積の計算及び 

結果と考察 

 K+はアルゴン様イオンで 18 個の電子が束縛され、

その基底状態は 1s22s22p６3s23p６ 1Se である。考慮

する励起状態は 3p54s 3P2
o
 , 3p54s 3P1

o , 3p54s 3P0
o , 

3p53d 3P1
o  ,... 等である。 

R 行列を用いて散乱問題を解く際に、励起はいろ

いろな状態を経て起こると考えられるので、状態間で

強く結びつく励起状態を(1３)式の第１項の展開の中

に含めねばならない。 本計算に用いた標的イオン

の波動関数は、NakazakiやBerringtonらがCI法によ

って既に計算した 98 個の各状態の波動関数のデー

タを用いた。 

内部領域と外部領域を分ける境界は標的イオンの

軌道関数の振幅が、十分小さくなるところを選ぶ必要

がある。ここでは境界半径は 12 a.u. とした。 

 散乱電子の波動関数 iju は理論的には無限個の線

形独立解として与えられるが実際は有限個で打ち切

らなければならない。ここでは 20 個とした。また、散

乱電子の最大軌道角運動量は 15 とした。これは、全

軌道角運動量 L=0～12 に対応する。 

標的に 3p６ 1S0
e
 , 3p54s 3P2

o
 , 3p54s 3P1

o , 3p54s 
3P0

o , 3p53d 3P1
o  , 3p53d 3P0

o , 3p54s １P1
o ,...など 27

状態をとった。 

 標的がイオンの場合、入射電子のｴﾈﾙｷﾞー が低いと

ころでは、複雑な共鳴現象が発生することが知られ

ている。その共鳴散乱を的確に表現するために 入

射電子のｴﾈﾙｷﾞー は、20.4eV から 35eV まで 0.001eV

間隔で計算した。 

計算によって基底状態から 27 個の各状態への断

面積が求まる。 Zapesochny ら[4]は K+標的に電子を

衝突させたときの励起断面積を実験的に求めた。今

日までこの衝突過程の断面積を理論的に研究してい

るのは Nakazaki と Berrington らのみである。 

実験では  3p６ 1S0 → 3p54s 3P1 , 

3p６ 1S0 → 3p53d 3P1 , 

3p６ 1S0 → 3p54s １P1
 

の３つの励起過程の断面積の総和が求められている。

実験と比較するために理論的な断面積のこれらの和

をとって実験値と比較した。その結果を図１に示す。

実験結果は今までに他のイオンについて測定された

どの場合よりも大きなものである。理論と比較するた

めに実験結果を1/10倍している。 26eV以下に極め

て多数の共鳴が理論的に求められていることがこの 

図よりわかる。特に 21eV, 22eV, 23eV 付近に大きな

共鳴のグループが見られる。実験では 20.5eV と

23eV に大きなピークが観測されている。21eV 及び

23eV における理論的なピークは実験の結果と一致

していると言えるが、22eV では一致していない。全

体的に実験値が6倍程度大きいのは、実験で高エネ

ルギー（400eV）で理論的なクーロン・ボルン近似の

結果を用いて規格化していることから、この近似で求

めた精度に問題があることが考えられる。今後より精

度の高い実験がなされることが期待される。 
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図２. 電子衝突による K+の励起断面積 

              実線は本研究の R 行列法の結果であり、 

             ・は Zapesochny ら[4]の実験結果である。

 

 

 

 


