
異なる二つの楕円関数の和を母解とする楕円型平均法 227

異なる二つの楕円関数の和を母解とする楕円型平均法

大西 惇平 り 岡部 匡2)

●
EllipticAveraglngMethodUsingSumofTwoKindsof
JacobianEllipticFunctionasGeneratingSolution

JumpeiOHNJSHl,TadashiOKABE

Abstract

AnimprovedaveraglngmethodisproposedinordertoobtainahighlyaccLu.atePeriodicsolution

composedoronlyoddorderhamonicsinastronglynonlineardynamicalsystelll.lnthismethod,sumor

theJacobianellipticcosine(cn)andsine(sn)functionisincorporatedasthegeneratingsolution.The

proposedmethodisapplicabletorelativelygenemlnonlinearsystemsbasedonDuffir)gequation.The

stabilityofthesolutionisanalyzedbyobtainingthecharacteristicmultipliersofthevariationalequation.

Thenumericalresultsfortypicalnonlinearoscillatorsareshown.Theeffectivenessoftheproposed

methodisverifiedbycomparingthecomputationalresultswiththoseobtaiJledbytheshootlngmethod.
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1. 緒 言

非線形振動系に対する近似解析法である平均法は,

多くの利点を有することからこれまで各方面で多く

利用されてきた.著者らは,平均法の高性能化を目的

としてJacobiの楕円関数を母解として用いた楕円型平

均法 (cn型平均法,sn型平均法,dn型平均法)を提

案し,強非線形系に対して高精度の近似解が得られる

ことを報告した(I)-(3).cn型平均法は漸硬型,及び飛移

り型 Dufflng系の両振りモードを.sn型平均法は漸秋

型 Duffir)g系を,dn型平均法は飛移り型 Duffing系の

片振りモードを解析対象とする.さらに.漸硬型,漸

秋型,飛移り型 Dum1g系 (両振りモード)を基盤と

するすべての振動系に対し,母解の変更なしに適用可

能であるcn関数とsn関数の和を母解とする平均法(以

後,cn+sn4型平均法と呼ぶ)を穏案し,cn.sn型平均
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法よりも高精度な近似解を得られる事を報告した(4).

単一項の楕円関数を母解とする楕円型平均法におい

て近似解を得るために決定すべき未知変数は,振幅A,

位相C,母数kの3個であり,cn+sn4型平均法では位

相と母数は同一とし,決定すべき未知変数は振幅

A,,A2,位相C,楕円関数の母数kの4個である.

本報では,異なる2つの楕円関数の和を母解とした

平均法としてcn関数とsn関数の和を母解とする平均

法とdn関数とzeta関数(5)の和を母解とする平均法(以

後,それぞれの解法をcn+sn5型平均法,dnセeta5型平

均法と呼ぶ)を提案する.これらの手法は,母解を構

成する二つの楕円関数の振幅と位相は異なるものと

し,求める未知変数を5個とした手法である.

本報では,cn+sn5型平均法及びdn+zeta5型平均法の

アルゴリズムを定式化するとともに,求められた近似

解の安定判別法について論じる.さらに,いくつかの

振動系に対する数個計算結果を示し,高精度数個肺法

であるシューティング法(6)による数値解との比較を通

して本手法の有効性を検証する.
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2.楕円関数の和を母解とする平均法の概要

2.1基礎式

以下の 1自由度系の非線形常微分方程式を基礎式と

する.

k+βL.t･+P3.V･3=cf(ar,x,i)

I(aN,x,i)=f(ar+2R,I,i),♂.=A =±】

ここで, x,aPはそれぞれ変位,振動数を表す無次元変

数,Jは時間を代表するパラメータ,"･MはJに関する

微分を表す.式(1)の左辺のばね関数中のパラメータ

P.,Aの偶により,式(1)の左辺は,P.=P,=)のとき漸

硬型,P.=1,A=-1のとき漸秋型,P,=-1,P,=1のと

き飛移り型の Duffing型振動系となる.また.Cは摂

動項′の大きさを表す微小パラメータであり,′は減

衰項,外力項およびJI以外の非線形ばね項などで構成

される関数である.

2.2cn+sn5型平均法

cn+sn5型平均法は.漸硬型,漸秋型.及び飛移り型

DufFLng系の両振 りモー ドを基盤とする振動系を解析

対象とし,次のようなcn関数とsn関数の和及びその

導関数を平均法の母解とする.

x=A.cn(V,,k)+A2Sn(V,,A)

i=-A.aalSn(V.,k)dn(vL,k)

+A2aa?Cn(V2,k)dn(V2,k)

ここに.

2̂'
vJ=αul, LIl=m+CI,α=-

方

(2)

(3)

ただし,i=1,2であり, K=K(k)は第 1種完全楕

円蹴分,k(0≦k<L)は楕円弧分の母数である.未知変

数はA,=Ai(/),O,=C,(I),k=k(I)の 5個であり,それぞ

れJに関する徐変化関数であると仮定する.

一方,cn+sn4型平均法では平均法の母解を

x=AICn(V,A)+A2Sn(V,k)

i=-AlαalSn(V,k)dn(V,A)

+A2aa)Cn(V,k)dn(V,k)) (4,

のように設定 しており,未知変数はA.,A2,8,kの4個で

ある.cn+sn5型平均法では,cn+sn4型平均法と比較 し

て計算手続きはやや複雑になるものの,近似解の精度

が大幅に改善される.これについては後の計算例によ

って検証する.

以後,表記の簡略化のため次のような表記を用いる.

epl=epl(I,),k)=cn(vl,A),ep2=eP2(V2,k)=sn(V2,k)

･･-･････(5)

ep,のV,に関する偏微分は,次式で与えられる

亘型
∂V.
=-sn(V.,k)cn(I,1,A),

碧 -cn(V2,k,sn(V-k,

(6)

式(5),(6)を用いると,式(2)の母解は次式のように表さ

れる.
2 2x-∑ A･epi･ i-∑ A･-aw告 (7,i=1 l=1

まず Ai,0.,kが/の関数であることに注意して.式(2)の

第 1式を/に関して微分 し,i,を等出すると次式を得
る.

i･-妄[ALep
+A.α(a)+el)ミニ+k (8)

ここに,

F･--Zi告 (I.)I-k2ep,(.leP･･2, (9)

であり,Z,=Z(vi,k)はヤコどのzeta関数 /-√二百 は

A,の補母数である.求(8)と式(2)の第 2式を比較すると.

次の関係が求められる.

妄lAiePL･6iAia告 十斬 -o (】o)

次に,式(2)の第 2式を/に関して微分すると,次式を

得る.

ぷ-妄aiWlA･晋 .A.a(Web,,Q･-･焙 R･]-0(1･,

ここに,

Qi=epil(-I)i2kZepi2+a,】,

Ri-2 (君 -b･-I(-.)∫.,2k2ep12]･Z･-Q,,

a.=2k211,a2=-(1+k2),

b.=1,b2=/2

(12)

を得る.式(2)の第 1式と式(ll)を式(I)に代入すると,

妄awlA･･晋 ･b･･AjαQj･焙R･･]-C/-r ( ･3,

を得る.ここに,
2

r-∑【A,･a,2α2Qj･P,AjePjIP,(AjePj)3] (14)J=l
式(10),(13)からJa.A,bi,kをそれぞれ個別に消去する

ことによって,5本の関係式を求める.4,0,,kは微小

であると仮定 し,呼出した 5本の関係式に 】周期にわ

たる平均化処理を焔すことにより,次式のような 5本

の平均化方程式を得る.なお,以下では,頭考 …-"

は平均化された正主であることを示す.

J-cl-0
(15)
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ここに,

J-(J-.,.･･J-,)', I-(千,I.75)r (16)

であり,上式中の関数は次式により定義される.

JI.-Jo2RFep.dad, J-,-∫.2n戸ep2dLL

J13-I.2nf普 dm,JI4-∫.2nf普 dm

J15-∫.2RF(A-.RT･A-2P12)day

石弓.2K/ep.dad, 72-∫.2n/ep2dL,

7,-102nf晋 d- , 74-102nf驚 d-

7,-Jo2nf(AI.pTIA-,p-,)dLW

(17)

式(15)はA,,eE,kに関する5元の連立方程式であり,こ

れを数値解法を用いて解くことでA-,,戻,有が決定され.

近似解を得ることが出来る.ただし,式()5)を満たす

41,0,,kは一恵的ではなく複数個存在する.第 3車では,

複数個存在する解の中から最も高精度な解を決定 し,

その数値計算結果を示 した.

) 2

FreqLJenCyaJ

図 1 振幅の周波数応答曲線
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2.3dn+zeta5型平均法

dn+zeta5型平均法は,飛移り型 Duffing系の片振り

モー ドを解析対象とし,次のような 血 関数とzeta関

数の和及びその導関数を平均法の母解とする.

x=A.dn(V"k)+A2Z(vZ,k)

i･--A.k2aalSn(V.,A)cn(V.,A)+A2aaldn(V:,A)2

-(18)

E=E(k)は第 2種完全楕円fil1分である.未知変数は

cn+sn5型平均法と同級 Aj,CL,k(i=1,2)の 5個であり,

ほぼ同様の理論展開によりA-,,eT,A-が決定でき.近似解

を求めることができる.

2.4安定判別

cn+sn5型平均法,dn+zeta5型平均法より得られた定

常周期解の安定性は,基礎式に付随する変分方程式 :

0 1

惹pLIP3x2瑠[皇] (19,

の平衡点の安定性から判別できる.定常周期解に対 し

ては,求(19)は周期係数型の線形常微分方程式となり,

その平衡点の安定性は推移行列の 2個の固有値,すな

わち特性乗数から判別できる.これら2個の特性乗数

の絶対値がともに 1より小であれば式(19)の平衡点,

したがって楕円型平均法の定常周期解は安定,そうで

なければ不安定である.

3.数値計算結果

3.1計算条件

本章では,数種の振動系に対するcn+sn5型平均法,

dn+zeta5型平均法,単一項の楕円関数を母解とする楕

･rcn+srI5ken+sn4'Xcn '̂S

p-1,0,C-0.02,ど-].0,a1-0.5I

-1 0 1

Displacemel-I

図3 位相平面図
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円型平均法による結果及びシューティング法による

結果との比較を通して,本手法の有効性を検証する.

以下に示す園において,cn+sn5型平均法による近似

解 xcn.i..与とdn+zeta5型平均法による近似解 xd.I.2.a,杏

大嵐 cn+sn4型平均法による近似解xen.sn4を中太線,

cn型平均法による近似解xcn.dn型平均法による近似

解 x.nを細線で示した.それぞれ実線は安定晩 破線

は不安定牌を示す.また,シューティング法による高

精度数個解.t･Sを○(安定)および●(不安定)で示した.

3.2漸硬型 Duffing系への適用

cn+sn5型平均法の適用例として,漸硬型 Duffing系

(P.=A=1)に対する結果を示す.減衰を有する弓虫制

Duffing方程式の摂動項は次式で示される.

/=Fcos亡び-d (20)

ここに,Fは外力の振幅,Cは粘性減衰係数を代表す

F-Jc】lI.0,C-0.02,6=1.0-rs+stt5

A-cn+sn4

2 4 6

Frequencyal
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(b)〟=3.05-3.35

図4 振幅の周波数応答曲線

るパラメータである.計算においては,各パラメータ

の値をF=1,0,C=0.02,g≡l,0に設定した.

図 1に漸硬型 Dufrlng系における振幅の周波数応答

の計算結果を示した.cl1+sn5型平均法は,主共振領域

においてシューティング法の結果とよく一致してお

り,精度良い近似解が求められていることがわかる.

また,cn十sn5型平均法では,cn+sn4型平均法や cn型

平均法では求めることが出来ない主共振左側すそ部

a)-0,4-0,8における3次高調波振動の近似解も求め

ることができ,シューティング法による結果とはぼ一

致していることが確認できる.次に,cn+sn5型平均法

による近似解の具体的な精度を評価するために,シュ

ーティング法の数値解を基準とした RMS誤差en.uの

計算結果を図2に示す.en.6の定義は次式による.

enns=
去 †02R(-rC-n5-Xy,2du (2.,

cn+sn4型平均法,cn型平均法により得られた近似解に

対しても,式(12)と同種のRMS誤差の計算を行った.

図2より,cn+sn5型平均法の計算結果は,cn+sl14型平

均法及び cn型平均法の結果と比放して図示した振動

数全域において精度が改善されていることが確認で

きる.

図 3には高調波共振部〟=0.5の位相平面図を示し

た.cn+sn5型平均法による近似解は,他の楕円型平均

法と比較してシューティング法による結果とよく一

致していることがわかる.

3.3漸硬型 Dumng系 1/3次分数調波振動への適用

次に,漸硬型DufRng方程式における 1/3次分数調

波振動の計算結果を示す.cn+sn5型平均法により1/3

次分数調波振動の近似僻を計算するには,式(1)の摂動
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項を

f=FcosL2I-C丘, L2=3al (22)

と定義し.ayに関する27r周期解を求めればよい.各

パラメータの値は.前節と同様 F=1.0,C=0.02,6=).0

とした.I/3次分数調波振軌の振幅の周波数応答曲線

は,安定解と不安定解から構成される島状の形状とな

る.図4(a)に振幅の周波数応答を,図4(b)には左側先

端部近傍における振幅の周波数応答の拡大図を示 し

た.これらの園から.cn+sn4型平均法や cn型平均法

が左側先端部においてシューティング法の計算結果

と定性的に晃なっているのに対し,cn+sn5型平均法に

よる近似解は極めてよく一致していることがわかる.

図 5には各楕門型平均法の近似解に対するRMS誤

差を示した.cn+sn5型平均法は他の楕円型平均法と比

較 して精度よい近似牌を得られていることが確認で

きる.
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図9 調波振幅の周波数応答曲線

3.4飛移り型 J)ufr)ng系 (片振リモー ド)への適用

dn+zeta5型平均法の適用例として.飛移り型 Du餌ng

系の片振りモー ド(A=-I,A=申こ対する計算結果を

示す.計算に用いたパラメータは F=C=0.1,g=).0

とした.

図6に振幅の周波数応答の計算結果を,図7に稽円

型平均法の近似解に対する RMS誤差を示す.これら

の図から,d】叶zeta5型平均法の計算結果は,dn型平均

法と比椴 して精度良い近似解が得られていることが

碓認できる.

図 8には高調波共振近傍〟=0.7における位相平面

図を示した.dn+zeta5型平均法による近似船は,シュ

ーティング法による計算結果と比較 して若干の誤差
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が認められるものの定性的に一致していることがわ

かる.

稲円型平均法の特徴の 1つに,基本調波のみならず

高調波成分も解析的に求められることが挙げられる.

近似解の高調波成分の精度良い近似が可能であるこ

とが,精円型平均法により求められた近似解の精度を

向上させる一つの要因である.図9は,dn+zeta5型平

均法による近似解の調波振幅の計算結果であり,0次

(定数項成分)から3次までの調波振幅〝〟(〟-0-3)

を示した.dnセeta5型平均法の調波振幅はq展開公

式(5)を用いて次式から計算できる.

x-E A.epi
I-I

-号･皇(a,･cos〝-･b"sinJlm,IJ=l

a"-筈 [

b,,=三空二
K

卑 os nel･阜 sinne1 2 ]

A[

-了市 sinllOl ･丁告 cosnC 2

I/./V･'̀J.:日,.ラ
q-=exp(-)EK'/K), K′=K(/)

(23)

図9中には,d11型平均法やシューティング法による計

算結果も併記した.シューティング法による数値解の

高調波振幅はFFTを用いて計算した.2次と3次の高

調波振幅の計算結果において,dn型平均法に大きな誤

差が見受けられるのに対し.dn+zeta5型平均法では高

調波成分においてもシューティング法の結果と非常

によく一致していることがわかる.

4.結 言

強制非線形振動系に対する楕円平均法の高精度化

を目的として,異なる2つの楕円関数の和を母解とし

た平均法 (cn+sn5型平均法,dll+zeta5型平均法)の概

要を述べ,強制 Du作ng方程式に対する計芽結果を示

した.シューティング法による数値解との比較を行い.

本報で提案した手法は単一項の楕円関数を母解とす

るcn型平均法やdn型平均法,また,cn+sn4型平均法

よりも高精度な近似解を求めことができることを示

した.さらに,本報で提案した手法によれば,高調波

振動や分数調波振動に対しても高精度な近似解を求

めることが可能であることも示した.

cn+sn5型平均法は,cm+sn4型平均法と同様に漸硬型,

漸軟型,飛移り型 Duffing系 (両振りモー ド)を基盤

とするすべての振動系に対し,母解を変更することな

く適用可能である.しかしながら,本論文で提案した

手法では,式(15)を満足する根Ai,ej,k(i-1,2)は一意

には定まらず複数個の根が存在する.すなわち一つの

周期解に対して複数の近似解が決定される.このため,

本手法においては,複数個存在する近似解の中から最

も適切な根を選定する必要がある.この点については

今後の検討課題としたい.

参考文献

(1)近藤孝弘.岡部匡,関谷浩,強非線形系に対する平

均法の高性能化に関する研究 (第 1報,ヤコどの cn

楕円関数を母解とする場合),日本機械学会論文集

(C編),68-669(2002),pp.137111378.

(2)岡部匡,近藤孝弘 浜尾晋乳 強非線形ダフイング

方程式を基盤とする系に対する平均法の高性能化

に関する研究 (ヤコどのsn関数およびdn関数を母

解とする場合),日本機械学会論文集 (C編),69-678

(2003),pp.312-319.

(3)Okabe,T.and Kondou,T" Improvementto the

AveraglngMethodUsingtheJacobianEllipticFunction,

JoumalofSoundandVibration,Vol.320,Issue1-2,

(2009),pp･339-364･

(4)岡部匿,近藤孝弘 波過裕文,Jacobiの cn関数と

sn関数の和を母解とする楕円型平均法,日本機械学

会論文集 (C編),74-744,(2008),pp.L971-1978

(5)Byrd,P.D.andFriedmal一,M.D.,HandbookofEHiptic

IntegralsforEngilteerandScientists,Springer-Verlag,

(1971),pp.33-37,

(6)近藤孝弘,矢ケ崎一章,非線形振動とカオスに関す

る二,三の最近の話題,日本磯城学会論文集(C編),

61-583,(1995),pp.746-751




