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非対称系に対するDVR法の拡張と3原子系への応用

大久保 義昌1) ･大崎 明彦2)

ImprovemeI止ofDVRmethodinmom-symmetricsystem and

itsapplicationtoatom-diatom system

YosimasaOHKUBOandAkihikoOHSAKI

Abstract

lmprovedDVR(DiscreteVariableRepresentation)methodispresentedinordertostudythere-

arrangementofgeneric3-atomicsystemsA+BC.TheconventionalDVRmethodhasadisadvantage,

whichshouldnotbeappliedincyclicboundaryconditionswithoutsymmetry.Thereforetheadiabatic

potentialsforgeneric3-atomicsystemsarecalculatedbytime-consumingdirectnumericalintegration

ofthepotentialmatrixelements.OurimprovedDVRmethodisappliedforD+H2,T+HDsystems.

Thehypersphericalcoordinatesareusedinordertocarryoutaccuratethree-dimensionalquantum

mechanicalcalculationsforthetotalangularmomentumI-0.

Keywords;Chemicalreaction,Quantummechanical,non-symmetric,Hypersphericalcoordi-

nates,Potentialenergysurface,DiscreteVariableRepresentation(DVR)

1. 序 論

原子 ･分子･イオン･電子などの衝突過程を理解すること

は､放電化学､核融合研究をはじめ､身近な化学反応や我々

をとりまく宇宙空間に存在する物質､さらに遠方の星間物質

などを研究する際に欠くことのできない基礎となっている｡

本論文ではA+BC反応系を取り扱っている｡化学反応と

は､原子と分子あるいは分子と分子の衝突によって新しい分

子が出来る過程である｡化学反応は非常に低いエネルギー

での衝突過程であり､量子論におけるいわゆるトンネル効

果が重要な役割を果たしている｡分子の衝突問題を考える

とき､分子は非球対称ポテンシャルとして取り扱う必要が

ある｡散乱問題を解くときには､電子状態の他に振動･回

転の自由度もあり多くのチャンネルを考慮しなくてはなら

ない｡これらを量子論に基づいた計算を行うことによって､

化学反応に対する分子の振動･回転状態の影響などを詳しく

調べることができる｡しかし､数多くの量子状態を同時に

考慮しなくてはならず理論的な取り扱いを困難にしている｡

近年､3原子系に対しては､DVR(DiscereteVariable
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Representation)法1,2)を用いて厳密な量子力学計算を行う

ことができるようになっている｡分子の断熱ポテンシャル

を計算する場合､一部の角度変数に関しては周期境界条件

を考慮する必要がある.DVR法は､計算は高速であるが､

そのままでは一般の周期境界のある場合には適用できない｡

対称性がある場合には偶奇性によって部分空間を分けるこ

とにより利用さている｡対称性が無くポテンシャル行列要

素を解析的に計算できない場合には､行列要素を時間の掛

かる数値積分により求めている｡対称性が利用できる場合､

一般的に基底関数としてChebyshev関数Tn(cosx)が用い

られている3)が､我々はTn(cosx)とUn(cosx)を同時に考

慮して､新しくDVR法を再構築したOこれにより従来存

在していた境界条件による制約が取り除かれ､非対称なポ

テンシャルにも応用できると考えている｡

本研究では 3次元空間での反応系について超

球座標 を用 いて ､J=0とい う条件 の下厳密 な量

子 力学計算 を行った｡ポテ ンシャル曲面 として は

LSTH(Liu-Siegbahn-Thhlar-Horowitz)曲面4,5)および､

LEPS(London-Eyring-Polanyi-Sato)曲面6,7)を使用し､本

研究室で開発中の3体反応系の厳密計算のプログラムを使

用して量子力学に基づく計算を実行した｡
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2. 理 論

有限基底表示 (FiniteBasisRepresentationFBR)と点

列表示 (DiscreteVariableRepresentationDVR)の変換

(FBR-DVR変換)について説明するために､まず 1次元系

について説明し､次に多次元系の場合を簡単に説明し､そ

の後で一般の非対称ポテンシャルに適用できる新しいDVR

法について説明する｡

2.1 FBR-DVRAR

1次元のSchr∂dinger方程式は次の様に書ける｡

H甘-(D+V)中-E中 (1)

1 ∂2
D≡一元房石戸 (2)

ここで､Dは運動エネルギーを与える演算子で､Vはポ

テンシャルを表わす｡完全直交系(4,1,4,2,････弓 を用いて

波動関数4,を展開する.

甘EBR-∑ aik4,i (3)
I

ここで aikは展開係数である｡ ハミルトニアンの行列

要素は､適当な基底関数を用いることで運動エネルギーの

行列要素を対角型にできる｡

方言BR≡(洲Hl4,,I)-く4,iFD14,,･)+(洲V14,,･)

-DJ･6iJ･+くせilVl793･) (4)

しかし､ポテンシャルが解析的でなければポテンシャル

の行列要素は､数値計算により求めなければならない｡そ

のため多大な計算時間を必要とする｡

DVR法を説明する前にガウス求積法について少し触れて

おくOこれは定積分I-Iabf(I)dxを､数値的に求めると
きの方法の一つで数値積分の一般公式は､

ff(a,dx-妄 wif(xi) (5,

と表わされる.ここで､xlは分点､LLJtは重みを表わす｡つ

まり､ガウスの方法は､(5)式の左辺の値が正確になるよう

に､重みと分点を決める方法である｡この方法によると､n

個の分点を使って､2n-1次以下の多項式に対して､厳密に

正しい値を得ることができる｡･このガウス積分をボテンシャ

ルの行列要素に適用すると

酬 VI4,,)-∑ 4,i(rα)V(rQ)4,i(rα)Wα
Ll

-∑4･i(rα)J正V(rQ)dQβ4,･(rβ)J両
αβ

-∑Tia(V(ra)6Qβ)T3,･ (6)
αβ

ここで dcEPはクロネッカーのデルタ記号である｡Tictは､

FBR表示と点列表示 (DVR表示)とを結びつけるユニタ

リー行列Tの成分 :

Tiα≡4,(rα)J乙正 (7)

であり､rαはガウス積分での分点でありWαは重みである｡

この変換を用いるとSchr∂dinger方程式(1)式は以下の
様に書ける｡

(TtHFBRT)(Tta)-e(TTa)

中慧 ′R ≡ Titaih

HaDpVR≡Tii(D,ldi,･)T,･β+V(ra)6｡β(10)

ここでギリシャ文字α,βは分点を表わすインデックスで､

英文字 i,k,jは基底関数を表わすインデックスである｡(10)

式に示されている様にDVR表示では､ポテンシャルの行

列要素を空間座標の点γαにおける値として表示できる｡

2.2 多次元系のDVR法

3次元系のDVR法についてはWhitnnellとLight2)に

より定式化が行われている｡

1次元FBR表示での基底関数を直交多項式 (fi(xl)),I
a,(x2))と取ると2次元DVR関数は2つのFBR関数の積

(fi(xl)9,･(x2)Iで簡単に表わされる｡その時の2次元DVR

関数は tft(ポ)a,.(xE)Iであり､ここで (略 x雪)はそれぞ
れfi,93･関数のDVR表示での分点を表わしている｡この
ように2次元DVR表示は1次元FBR表示より定義され､

また変換行列も1次元の変換行列の積の形で表わされる｡

Ti;p-TfQiTgP,･ (11)

これは2次元の変換行列であり､7封 まxlに対する1次
元の変換行列にあたる｡

3原子系の反応系に対して散乱方程式を解く場合には重

心を除いた内部座標は6次元になるが､全角運動量J=0の

場合にはさらにオイラー角を分離でき3次元になる｡この

内､動径座標については､後で散乱方程式を解くことにな

るから2次元のDVR法を考えれば良い｡

直交座標系を用いた2次元のFBR表示でのハミルトニ

アンは､

H-F21(x2)Dl(xl)+F12(xl)D2(x2)

+Ⅴ(〇1,〇2) (12)
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(HFBR)三;3′-(a,AIF21rg,,)(filDIFfiJ)6jj,

+(fiIF121fi,)(a,･lD2lg,/)6ii′

+(ftg,FVIfi,9,･′)

…(F2FIBR)31'(DFBR)[65,′

+(FIF2BR)[(D2FBR)3･16ii′

+(VFBR)…;･'′ (13)

(HDVR):;P'-∑ (Ti;P)千(HFBR);ニj′瑠 ′
ti133/

-F21(xg)∂pp′Df7avRa'+F12(I;)6αα,D2DpVRP'

+V(撹,xg)6αα′6pβ′ (14)

となる｡

多次元系の場合には､逐次対角法をそのまま用いても莫

大な計算量になる｡そこで各次元で必要な解はエネルギー

の低い方から数えて～100程度であることを利用して､計

算量を減らすことができる｡まず､1次元をB]定して､1次

元について～100程度の行列を対角化し､得られたエネル

ギー固有値が十分高いものを取り除いて､残った1次元解

をもとに2次元問題を解く｡まず(14)式の第2項を除いて

各βごとに1次元の固有値問題を解く｡

h(P):′≡F21(x雪)DIDaVRa'+V(払 x雪)6αα′ (15)

∑ h(P):′C(P)ale-C(P)aEEe(β) (16)
α/

次に､ここで得られた固有ベクトル

cS'-C(p)QE6pβ′ (17)

を用いて(14)式を変換し

HeE;P′-6pp16EE,Ee(β)

+∑ tc(p)aEF12(I:′)C(β′)｡E,)D2DpVRP′(18)
(>

を対角化すれば最終的な固有値と固有関数が得られる｡

2.3 非対称ポテンシャルに対するDVR法の拡張

一般的は周期境界条件の固有値問題を解くために､以下

の2種類のChebyshev関数を用いる｡

Tn(cosx)-cos(nx), Un(cosx)-sin(nx)(19)

規格化されたChebyshev関数の完全系を中,･(x)で表わす｡

4,2,+1(I)-

4,23･(x)-

ここで､

互票土T,･(cosI) (20)

UJ(cosx) (21)

rα- rmin

rm aa:- rmtn
7T (22)

FBR表示の波動関数は､これらの基底関数を用いて

せEBR(,V)-

･塵a(2--1,･kCOS((2-I1)[

･塵a2-"in(2-[

rz/-rmin
rmaa:-rmin

rv-rmtnrmaェ-rmin
と書け､運動エネルギーの行列要素は解析的に

D2FmB,Em , -

D2FmBIRl,2m,ll-

m27T2

(rm r- rmin)2

(m-I)2,T2

(rma=- rmin)2

q])(23)

6m,m/ (24)

6m,m, (25)

と計算できる｡

DVR表示における分点rvはTn(cosx)-Un(cosx)-0
の条件から､

rレ-芸 (r- a訂 - ㍗-in)･ rm , (26)

Z/-0,1,2,･･･,2n-1

と求まる｡

また､変換行列Tの0でない成分は(23)式および(26)
式より

T2m-i,2Z,-1= ヒ窯 cos((--1)器) (27)

･2-,2レ-帯sin(-Z) (28)

となるo我々が求めようとしているポテンシャルはⅤ(〟,♂,¢)
の型をしている｡pは動径座標､0と¢は角度である｡この

2つの角度のうち¢については周期境界条件を満たす必要

がある｡
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はスケーリング因子で､

Fig.13原子の座標系と反応チャネル

2.4 座標変換と3原子系のハミルトニアン

本論文で用いた超球座標の方法と3原子反応の取り扱い

について述べる｡まず3原子系のヤコピ座標 Rlとrlを

Fig,1のように定義する｡

ここで人は漸近領域でのチャネルを表わす｡重心系にお

いてハミルトニアンは､次式のようになる｡

H--㌫ ∇2R,̂一芸 ∇fi･V(ri,Rl,oA)(29)

ここで､∇蓋′(∇≡′)はラプラス演算子である｡p入,托レ,PK,〟

は

P入,rw
m入(m,C+mv)
m入+mJt+mlノ PKV-読 ,(30)

(A,JC,U-A,B,C)

で定義できる換算質量を表わし､それぞれ分子の相対座標､

内部座標に関連付けられる｡mz(I-A,rc,Z/)は原子Ⅰのも
つ質量である｡そして質量スケーリングされたヤコビ座標

R人とr入:

R入-aAllRl, r入-a入r'̂

を導入する｡ここで

a入-(a)1′4

m ,cmv(m入十 mK+mレ)
m入(mK+mu)2 )

-(91'2-(管)~1′2

1/4

(31)

(32)

〟- (
m入rnJCml′
m入+m.t+mL,)1′2 (33)

は3体の換算質量でありチャネルの取り方に依存しない｡こ

れにより式(29)のハミルトニアンは次のような対称な形に

変換される｡

H-一芸(∇2R･∇" V(r入,R̂,0̂) (34)
このハミルトニアンは､6次元空間で質量〃をもつ一粒

子のポテンシャルVによる散乱問題に帰着することができ

る｡

異なるチャネルどうLを結ぶ関係式は､

(警)-(冒-ab)(慧)
mAmz/α=-

b=

(m 入+ mn)(m,C+mレ)

m,C(m入+mK+mレ)
(m入+m,t)(m,C+mz,)

で与えられる｡ここでa2+b2=1である｡

2.5 超球座標の導入

本研究ではJohnson8･9)により定義された超球座標(HSC)

を使用する｡これは､3つの内部座標 (p,0,4･)と3つのオ

イラー角(α,β,7)で構成される｡オイラー角は､3次元空

間の中での原子と分子からなる3体系の方位を表わしてお

り､一方､内部座標(〟,棉 )は次のように定義されている｡

p-(r三+Rま)1/2, 0≦p≦∞ (38)

tanβ
2r入R入Sin0人

sin¢入-響 , cos¢入

0≦0≦7T/2 (39)

2r入R入COSO入
(40)

0≦4,≦47T

ここでL-[(r三一Rま)2+(2r入R入COS(9人)2】1/2である｡

少はo≦4,≦ 27Tと27T≦¢≦ 47Tに分けて取り扱え

る.超球半径pは3原子系の大きさを表わしており､角

CはO-7T/2で共線配置に対応する｡注目すべきは､p
と0はチャネル人に独立なことで､これはHSCのもつ強

味の1つである｡一方､角 ∂人はチャネルに依存するが,

4,〟-¢入-2tan~1(mJp),4,a-4,A+2tan-1(mu/p)な

る関係があり､簡単に他のチャネルに変換出来るため以後

¢-¢人とする｡
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この座標系を用いて､3原子系のハミルトニアンを表わ

すと､

h21 a 5a
ji(p,帰 α,β,7)- 一面 声 両P両

+氏 (0,4･,α,β,7;P)

島伽 α,射 ;p)-一志 A2(0- p･7)

+Ⅴ(〟,♂,¢)

(41)

(42)

A2(0,柄 ,P,7)-4h2[孟 孟(sin20品)+孟 宗 】

-2(蕊 +蕊 .す蓋う)

4ih2cosoJza
sin2β ∂β (43)

となる｡ここでV(p,0,4･)は相互作用ポテンシャル､そ
してA(0,4･,α,β,7)は一般角運動量演算子を表している｡

Jx,Jy,Jzはそれぞれ､分子固定系での全角運動量Jの

X,Y,Z成分である｡

2.6 散乱方程式の導出

(41)式の右辺第1項目を取り扱いやすくするため､ハミ

ルトニアン丘 とその固有関数魯JMp(p,0,4,,α,β,7)を

H-p5/2hp~5/2,申JMP-P15/2魯JMp (44)

のように変換する｡ここでM とpは空間固定系でのJのZ

成分とそのパリティを表わす｡この変換によりハミルトニ

アンとSchr∂dinger方程式は

h2a2

H(p･0,柄 ,β,7)=-両 帝

+Hs(0,4･,α,β,7;P) (45)

HせJMp(p,0,少,α,β,7)-E甘JMp(p,0,4,α,β,7)(46)

となる｡ここで

Hs-hs･蒜 (47)

である｡この第2項目は変換により生じた項である｡全波

動関数せJMpは断熱基底関数中豊pにより

申JMp(p,0,4,,α,β,7)

-∑ FnJMp(p)OsJ,㍗(0,i,α,β,7;P) (48)
n

のように展開される｡ここでFnJMpは展開係数で波動関数

の動径部分を表わしており､基底関数◎sJ,禦は(42)式で定
義される断熱ハミルトニアンHsの固有関数である｡

lHs(0,4･,α,P,7;Pト UsinMp(0,4,,α,β,7;P)]-0(49)

動径関数FnJMp(p)を決定する散乱方程式は

ト 芸 芸 ･UsiTp(p)･蒜 -E]FnJMp(p)

-芸写wnn,(p,FnJ,MP(p, (50,
となり､ここでUsiだp(p)は超球座標系における断熱ボテン
シヤルである｡右辺のWnn′(p)は

wnn,(p)-2Pnn,(p)かQ--,(p) (51)

Pnn,(p)

-(- ,柄 ,β,7;P)Fか n,(帰 α,β,7;P)) (52)

Qnn,(p)

-(on(0,¢- 7;〟)蔚 n,(0,QA β,7;P))(53)
で定義される｡

本研究では改良したDVR法を用いて(49)式を解き､3

原子系の断熱ポテンシャルU(p)を計算する｡

3. 数値計算の方法 (断熱固有値問題)

全角運動量 J-0の場合､(49)式のHsはオイラー角

を含んでいないため､2次元固有値問題を解くことにな

る｡この固有値問題に対し2章で説明したDVR法を採用

した｡β座標に関しては従来型のDVR法を用い､¢座標
に関しては新しく考案したDVR法を使用している｡ 今

回計算する際に､β座標に関しては50の基底関数を､¢

座標に関しては339の基底関数を用いた｡2次元固有値問

題を解くために2.2節で説明した逐次対角法を用いた｡こ

の2次元固有値問題を1番外側のセクター pendから1番

内側のセクターpsta,tまでを順次解いていくOこのときⅠ

番目のセクターにおける1次元固有値問題のしきい値を

EIp t(pI0)-Vmax(pt+1 0)+0･07lhartree]_として与え
た｡ここで､Vma｡(pz+10)は(Ⅰ+1)番目のセクターでの
計算された最も高いエネルギー準位である｡このように部

分空間を制限することで計算の高速化が図られる｡今回の

計算では psta,毛とpendをそれぞれ2.00a｡と9.98a｡とし､

セクター幅を0.03α｡とした｡
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Fig.3 LEPSポテンシャルによるT+HDの断熱ポテンシャル
エネルギー

4. 結果及び考察

本論文では3次元空間でのA+BC反応系を､超球

座標を用いて量子力学的計算で取 り扱っている｡ポ

テンシャル曲面 (PES)としては LSTH(Liu-Siegbahn-

Truhlar-Horowitz)4,5)ポテ ンシャル とLEPS(London-

Eyring-Polanyi-Sato)6･7)ポテンシャルを用いた｡

非対称系に対してDVR法を使用できるように拡張し3

原子系の断熱ポテンシャルの計算を行った｡

Fig.2､Fig.3は今回の計算で得られた断熱ポテンシャル

エネルギー曲面である｡横軸は超球半径βである｡これら

の図はLSTHポテンシャル (Fig.2)とLEPSポテンシャル

(Fig.3)を用いた計算結果であるO今回用いたLEPSパラメ

タ一についてはTablelに示している｡ まず､我々の考

えた方法の有効性を確認するために対称系(D+H2)に対し

て計算を行い､次に非対称系(T+DH)について計算を行っ

Tbble1T+HD系のLEPSパラメタ一. D;解離エネルギー

(kcal/mol)･A;佐藤パラメタ-.β;引力領域の幅の逆
数(1/A).氏;平衡距離(A)参考文軌 10)参考文献6,7)

DAB DBC DcA AAB ABC AcA

109.45 109.45 109.45 0.167 0.167 0.167

CAB PBC PcA RjlB RBC RcA

1.941 1.941 1.941 0.7413 0.7413 0.7413

Fig.4LSTH
ポテンシャルによるT+HDのポテンシャルエネ
ルギー曲面(THD-150)

た
｡
従来の方法による我々の計算プログラムでは分点の取

り方を(26)式に合わせることができないため､
新しい方法

で従来の計算結果を完全には再現することはできなかった

が
､
充分に満足のいく結果が得られた｡DVR
法では
､
ポ

テンシャルをサンプリングポイント(分点)通る多項式で

近似している｡
超球半径を変えていくとポテンシャルの形

状も変化してゆき､
分点数が充分でない嶺域にたまたま断

熱準位があると分点の取り方による影響がでてくる場合が

ある
｡2つの
断熱ポテンシャルの図(Fig.
2､Fig.
3)を比

べてみると両者は漸近葡域では比較的良い一致を示してい

るが
､
内側ではかなりの違いが見られる
｡
この違いは用い

たpESの違いによるものである｡
今回用いたLEPSポテン

シャル関数には3体力が考慮されておらず､
重要な反応商

域(〟-3.0-5.0αo)で
違いが見られる
｡ここで
計算に

使用したポテンシャルがどの様になっているかを調べるた

めにTとHDのなす角∠THDについていくつか掲載して

いる
｡
角度が150のFigA､Fig.
5ではリッジラインが3本

できているが300のFig.6､Fig.
7では1本である｡
また
､
低角度の方がリッジラインでのポテンシャルの高さも低く

なっている｡
これは化学反応がより起こりやすくなってい

ることを示している｡この
ように
､
同じポテンシャル関数
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Fig.5
LEPSポテンシャルによるT+HDのポテンシャルエネ

ルギー曲面(THD-150)

Fig.6 LSTHポテンシャルによるT+HDのポテンシャルエネ
ルギー曲面 (THD-450)

でも配向によってPESが大きく異なるため､3次元で計算

する場合にはこのPESの違いが断熱ポテンシャルに強く影

響してくると考えられる｡

5. 結論

本研究では､非対称系に対してDVR法を拡張して3原
子系へ適用し､3次元空間で超球座標による散乱理論を用い
た量子力学計算を実行した｡そして全角運動量J=0という

制約の下､ポテンシャル関数 (PES)にLSTHポテンシャル
関数とLEPSポテンシャル関数を使用して断熱ポテンシャ
ルを計算した｡

基底関数にChebyshev関数Tn(cosx)とUn(cosx)を同
時に考慮することにより非対称系にも適用できるように
DVR法を拡張した｡
今回､対称系D+H2に対して断熱ポテンシャルの計算を

Fig.7
LEPSポテンシャルによるT+HDのポテンシャルエネ

ルギー曲面(THD-450)

再計算を行ったが従来の結果とほぼ一致しており､
我々が
新しく構築したDVR法は有効であることが確かめられた
｡非対称系に対しても従来の結果をうまく再現することがで
きた
｡
また色々な位置におけるPESを調べることや､
異な
るポテンシャル関数を使用したときのPESの違いを調べる
ことによりPESが断熱ポテンシャルに大きく影響を与えて
いることが考えられる｡
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