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Abstract 
 

This paper proposes an image restoration method from degraded images which include additive gaussian noise 
and impulse noise. This method tries to achieve image restoration by using combination of canonical state space 
model kalman filter and median filter. Kalman filter estimates internal state of a dynamic system based on system 
model. The canonical state space models are described by two equations; state equation that expresses a transition 
process of the region including the focusing pixel of the image, and observation equation that expresses a process to 
add a noise to the original image. Image restoration by canonical state space model kalman filter can avoid to 
estimate system parameter, so restoration is faster than that by previous AR model kalman filter. Median filter 
rewrites a focusing pixel value by the median of the neighboring region of the focusing pixel. By comparing the 
differences between estimated pixel value of the kalman filter and median value of the median filter, our method 
decides which pixel value should be accepted whether estimated value by kalman filter or the median. Proposed 
method shows that signal to noise ratio is improved up to 10.70(dB). 
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 はじめに 
 
ディジタル画像は、ディジタルカメラやカメラ付きスマ

ートフォンなど発達した電子機器のおかげですっかり一

般的なものとなっている。コンピュータの進化とフォトシ

ョップなどの画像処理アプリケーションの登場などで、一

般の人たちにも輪郭強調やガンマ補正などの高度な画像

処理が身近なものになっている1)。

ディジタル画像の劣化は、長時間使用し続けたディジタ

ルカメラなどの電子機器が熱を持つことによる雑音（熱雑

音）、符号化や伝送時の誤りによる雑音によって生じる。

画像復元は、そうした雑音によって劣化した画像から、も

との画像を復元することを言う。

代表的な雑音として加法性白色ガウス雑音とインパル

ス雑音がある。加法性白色ガウス雑音に対してはカルマン

フィルタ2)等の線形フィルタが、インパルス雑音に対して

メディアンフィルタ3)等の非線形フィルタが有効であると

言われている4)。

従来の研究では、加法性白色ガウス雑音による劣化画像

とインパルス雑音による劣化画像両方に対応したカルマ

ンフィルタが山本らによって提案されている5)。しかし、

ガウス・インパルス混合雑音による劣化画像に対応した画
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像復元フィルタは提案されていない。本論文では、状態空

間モデルを用いたカルマンフィルタをインパルス雑音除

去に有効であるメディアンフィルタと組み合わせること

でガウス・インパルス混合雑音を抑制することを目的とす

る。

 

対象とする雑音 
加法性白色ガウス雑音

画素ごとに独立して加わる雑音として平均 0、分散𝜎𝜎2の

ガウス分布を考える。画素(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)ごとに生成される雑音の

確率変数を𝑉𝑉𝑥𝑥,𝑦𝑦とし、その実現値を𝑣𝑣𝑥𝑥,𝑦𝑦とすると、確率密

度関数𝜌𝜌(𝑉𝑉𝑥𝑥,𝑦𝑦)は、 
 
 𝜌𝜌(𝑉𝑉𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑣𝑣𝑥𝑥,𝑦𝑦) =

1
√2𝜋𝜋𝜎𝜎

exp (− 1
2𝜎𝜎2 𝑣𝑣𝑥𝑥,𝑦𝑦2 ),  

 
で与えられる。この確率変数𝑉𝑉𝑥𝑥,𝑦𝑦に従ってランダムに発生

させた値𝑣𝑣𝑥𝑥,𝑦𝑦と原画像𝒇𝒇の画素値𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦から、劣化画像𝒈𝒈の画

素値𝑔𝑔𝑥𝑥,𝑦𝑦は、 
 
 𝑔𝑔𝑥𝑥,𝑦𝑦 = 𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦 + 𝑣𝑣𝑥𝑥,𝑦𝑦, (1) 
 
により与えられる。式（1）で原画像の画素値𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦が劣化す

る過程における𝑣𝑣𝑥𝑥,𝑦𝑦を加法性白色ガウス雑音 3)と呼ぶ。 
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インパルス雑音

インパルス雑音 6)は瞬間的に発生する雑音で、ディジタ

ル画像においてはデータの符号化や伝送時の誤りで生じ

るパルス状の雑音となる。インパルス雑音で劣化した画像

𝒈𝒈の画素値を𝑔𝑔𝑥𝑥,𝑦𝑦とすると、

 
𝑔𝑔𝑥𝑥,𝑦𝑦 = {

𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. 1 − 𝑝𝑝1 − 𝑝𝑝2,
ℎ1, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑝𝑝1,
ℎ2, 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝. 𝑝𝑝2.

  

 
となる。ここで、𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝.は確率を意味する。また、𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦は原

画像𝒇𝒇の画素値、ℎ1は画像中の画素値の最小値付近をとる

雑音、ℎ2は同じく最大値付近をとる雑音、𝑝𝑝1および𝑝𝑝2はそ

れぞれインパルス雑音ℎ1とℎ2の発生確率である。また、イ

ンパルス雑音の発生確率を𝑝𝑝 = 𝑝𝑝1 + 𝑝𝑝2とする。 
 

雑音抑制フィルタ

カルマンフィルタ

カルマンフィルタは、対象とするシステムの振る舞いを

特徴づけるモデルを構築した後、直前までに取得したデー

タと推定したシステムの状態を用いて現在のシステムの

状態を推定し、たった今取得したデータを利用して推定し

たシステムの状態を更新することで、もっとも適切なシス

テムの状態を推定する線形フィルタである。 
画像モデルに、図 1 に示すような3 × 3の領域を 1 ブロ

ックとし、左から右へ状態遷移するモデルを採用する 2)。

状態ベクトル𝒙𝒙(𝑛𝑛)は、図 1 に示す3 × 3の領域の画素値を

並べたベクトルで表して、 
 
 𝒙𝒙(𝑛𝑛) = [𝑥𝑥1(𝑛𝑛), 𝑥𝑥2(𝑛𝑛),⋯ , 𝑥𝑥9(𝑛𝑛)]𝑇𝑇,  
 
と定義する。また、状態空間モデルの状態方程式は、 
 
 𝒙𝒙(𝑛𝑛 + 1) = 𝜱𝜱𝒙𝒙(𝑛𝑛) + 𝜹𝜹(𝑛𝑛 + 1), (2) 
 
である。このとき、𝜹𝜹(𝑛𝑛 + 1)は駆動源ベクトル、𝜱𝜱は状態

遷移行列で、それぞれ、 
 
 𝛅𝛅(𝑛𝑛 + 1) = [𝟎𝟎, 𝑥𝑥7(𝑛𝑛 + 1), 𝑥𝑥8(𝑛𝑛 + 1), 𝑥𝑥9(𝑛𝑛 + 1)]𝑇𝑇,  
   
 𝜱𝜱 = [

𝑶𝑶6×3 | 𝑰𝑰6
𝑶𝑶3×9

],  

 
となる。ここで、0 は要素数 6 の零ベクトル、𝑶𝑶𝑎𝑎×𝑏𝑏は𝑎𝑎 × 𝑝𝑝
の零行列、𝑰𝑰6は、6 × 6の単位行列を意味する。

実際に観測画像の画素値を並べた観測ベクトル𝒚𝒚(n +
1)を、 
 

𝒚𝒚(𝑛𝑛 + 1) = [𝑦𝑦1(𝑛𝑛 + 1), 𝑦𝑦2(𝑛𝑛 + 1),⋯ , 𝑦𝑦9(𝑛𝑛 + 1)]𝑇𝑇,

と定義すると、観測方程式は、

𝒚𝒚(𝑛𝑛 + 1) = 𝑴𝑴𝒙𝒙(𝑛𝑛 + 1) + 𝜺𝜺(𝑛𝑛 + 1), (3) 

となる。このとき、𝜺𝜺(𝑛𝑛 + 1)は加法性白色ガウス雑音、𝑴𝑴
は観測行列で、それぞれ、

𝛆𝛆(𝑛𝑛 + 1) = [𝑣𝑣1(𝑛𝑛 + 1), 𝑣𝑣2(𝑛𝑛 + 1),⋯ , 𝑣𝑣9(𝑛𝑛 + 1)]𝑇𝑇,
𝑴𝑴 = 𝑰𝑰9,

で表される。

式(2)の状態方程式と式(3)の観測方程式から構成される

状態空間モデルから、以下のカルマンフィルタアルゴリズ

ム 3)を適用して画像復元を行う。 
 

𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛) = 𝜱𝜱𝑷𝑷(𝑛𝑛|𝑛𝑛)𝜱𝜱𝑇𝑇 + 𝑹𝑹𝛿𝛿, 
𝑲𝑲(𝑛𝑛 + 1) = 𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛)𝑴𝑴𝑇𝑇 ∙ (𝑴𝑴𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛)𝑴𝑴𝑇𝑇)

+ 𝑹𝑹𝜀𝜀)−1, 
�̂�𝒙(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛) = 𝜱𝜱�̂�𝒙(𝑛𝑛|𝑛𝑛), 
�̂�𝒙(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛) = �̂�𝒙(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛) + 𝑲𝑲(𝑛𝑛 + 1)

∙ (𝒚𝒚(𝑛𝑛 + 1) −𝑴𝑴�̂�𝒙(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛)), 
𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛 + 1) = (𝑰𝑰 − 𝑲𝑲(𝑛𝑛 + 1)𝑴𝑴) ∙ 𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛). 

(4) 

図 1. 状態遷移

図 2 提案手法の流れ図
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ここで、�̂�𝒙(𝑛𝑛|𝑛𝑛 + 1)は事前推定値、�̂�𝒙(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛 + 1)は事後推

定値で、�̂�𝒙(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛 + 1)が求める推定値となる。𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛)
は事前共分散行列、𝑷𝑷(𝑛𝑛 + 1|𝑛𝑛 + 1)は事後共分散行列であ

る。また、𝑲𝑲(𝑛𝑛 + 1)はカルマンゲイン行列、𝑹𝑹𝛿𝛿と𝑹𝑹𝜀𝜀は、

それぞれ𝛅𝛅(n + 1)と𝛆𝛆(𝑛𝑛 + 1)の共分散行列である。ここで、

式（2）中の駆動源ベクトル𝛅𝛅(n + 1)が有色信号となるこ

とに注意する必要がある。カルマンフィルタ理論を適用す

る場合、駆動源が白色信号であることを前提としているが、

田邊ら 2)によって駆動源が有色信号の場合でもカルマン

フィルタ理論が適用できることが示されている。

なお、カルマンフィルタの初期値として、

�̂�𝒙(0|0) = 𝟎𝟎,
𝑷𝑷(0|0) = 𝑰𝑰6

を与える。

メディアンフィルタ

メディアンフィルタは、劣化画像の注目画素とその周囲

の画素の画素値の中央値をとり、注目画素の画素値をその

中央値に書き換える作業を、すべての画素に行う非線型フ

ィルタである。𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦を原画像の画素値の推定値としたとき、

3 × 3の領域に対するメディアンフィルタは次式で与えら

れる。

 𝑓𝑓𝑥𝑥,𝑦𝑦 = Median{𝑔𝑔𝑥𝑥′,𝑦𝑦′|𝑥𝑥 − 1 ≤ 𝑥𝑥′ ≤ 𝑥𝑥 + 1, 𝑦𝑦 − 1
≤ 𝑦𝑦′ ≤ 𝑦𝑦 + 1}. 

 

 
 

提案手法とその評価
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提案手法とメディアンフィルタによる劣化画像の復元性

能を比較する。

評価方法は、式（5）のSNR（Signal Noise Ratio）を用い

る。

 SNR（dB） = 10 log10
𝜎𝜎𝑥𝑥2
MSE , 

 

 
ただし、 
 
 

MSE = 1
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255
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とする。ここで、𝑥𝑥(𝑚𝑚, 𝑛𝑛)は原画像の画素値、�̂�𝑥(𝑚𝑚, 𝑛𝑛)は復

元画像の画素値を示し、(𝑚𝑚, 𝑛𝑛)は画像の座標値を示す。ま

た、𝜎𝜎𝑥𝑥2は原画像の画素値の分散である。式（5）の値が大

きいほど原画像に近いことを意味し、高い復元精度である

ことを示す。なお、以下の実験ではしきい値τ = 15とする。 
 

実験結果

図4に画像LENNAとBOATを復元したときのSNRを示す。

図4(a) は𝜎𝜎𝑣𝑣2 = 400、𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 0.025の画像LENAに対する

復元処理結果、図4(b)は𝜎𝜎𝑣𝑣2 = 100、𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 0.025の画像

LENNAに対する復元処理結果、図4(c) は𝜎𝜎𝑣𝑣2 = 400、𝑝𝑝1 =
𝑝𝑝2 = 0.025の画像BOATに対する復元処理結果、図4(d)は
𝜎𝜎𝑣𝑣2 = 100、𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 0.025の画像BOATに対する復元処理

結果である。また、𝜎𝜎𝑣𝑣2 = 400、𝑝𝑝1 = 𝑝𝑝2 = 0.025の雑音を加

えた劣化画像LENNAと復元画像を図5に示す。図5(a)は観

(a) BOAT (b) LENNA 

図 3. 原画像. 
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測画像、図5(b)はメディアンフィルタ、図5(c)は提案手法

での復元結果である。

図4(a)に注目すると、提案手法はメディアンフィルタに

SNRが0.35（dB）劣るが、観測画像より8.96SNRが向上し

ていることが分かる。図4(b)においても同様に、メディア

ンフィルタにSNRが0.55（dB）劣るものの、観測画像より

SNRが10.70（dB）SNRが向上している。図4(c)では、提案

手法はメディアンフィルタにSNRが0.36（dB）劣り、観測

画像よりSNRが8.96（dB）向上している。図4(d)では、提

案手法はメディアンフィルタにSNRが0.53（dB）劣り、観

測画像よりSNRが9.79（dB）向上している。図5(a)と図5(c)
に注目すると、観測画像に含まれているインパルス雑音が

抑制されていることがわかる。

図4から、提案手法のSNRは観測画像と比較すると向上

するものの、メディアンフィルタと比較するとわずかに劣

っていることが分かる。この原因として以下の点が考えら

れる。1つ目は、カルマンフィルタのパラメータ設定が不

適切であり、カルマンフィルタがガウス雑音を含む画素に

対して正しい推定値を出力していないことである。3.1節
で述べたカルマンフィルタのアルゴリズムにおいて、𝑹𝑹𝛿𝛿
と𝑹𝑹𝜀𝜀は未知パラメータである。今回の実験では、𝑹𝑹𝛿𝛿と𝑹𝑹𝜀𝜀の

設定が不適切であり、カルマンフィルタによる推定値が正

しく求められなかったと考えられる。2つ目は、提案手法

のインパルス雑音を判定するしきい値τを小さな値にした

ことで、本来カルマンフィルタの推定値が適用されるはず

の画素に対してもメディアンフィルタの中央値が適用さ

れていることである。これは、しきい値τを大きくしてい

くとインパルス雑音が復元画像に残り、SNRが大きく下が

るためであるが、カルマンフィルタを適切に動作させるこ

(a) LENNA（𝝈𝝈𝒗𝒗𝟐𝟐 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒） 

(b) LENNA（𝝈𝝈𝒗𝒗𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟒𝟒𝟒𝟒） 

(c) BOAT（𝝈𝝈𝒗𝒗𝟐𝟐 = 𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒𝟒） 

(d) BOAT（𝝈𝝈𝒗𝒗𝟐𝟐 = 𝟏𝟏𝟒𝟒𝟒𝟒） 

図 4. SNR の比較. 

 

(a) 観測画像 (b) メディアンフィルタ 

(c) 提案手法 

図 5. ノイズで劣化した画像と復元画像の例. 
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とができれば、τは大きな値に設定でき改善が期待できる。

おわりに

 
本研究では、加法性白色ガウス雑音とインパルス雑音の

混合雑音により劣化した画像に対する画像復元手法とし

て、状態空間モデルカルマンフィルタとメディアンフィル

タを組み合わせたフィルタを提案した。

実験により、メディアンフィルタによる画素値の置き換

えでインパルス雑音の除去が機能することを示した。一方、

加法性白色ガウス雑音に対しては適切なカルマンフィル

タのパラメータを求めることができず、雑音の除去が不十

分であることがわかった。

今後の課題としては、本実験の条件に適したカルマンフ

ィルタのパラメータ設定や、観測画像から適切なしきい値

τを推定することなどがあげられる。
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