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Abstract 

 
    Multiple-precision calculation is necessary for precisely solving scientific engineering problems. Extremely long 
precision is employed to evaluate the mathematical constant, e.g. π, γ(Euler’s constant), e(Nepier’s constant) etc. To 
develope multiple-precision computing software, we try to calculate π with more than one million decimal digits. 
The proto-type code is verified by performing calculation with numerical examples and evaluated rapidness of 
calculation. Hother to π with 16,777,199 decimal digit is obtained. 
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1. はじめに 
 
多倍長演算とは、倍精度以上の高精度演算である 1,2)。4 倍精

度以上の表現は、倍精度データ型（10 進で約 16 桁）を繰り返

し用いることで表される。これらは、算術オーバーフローの防

止、暗号処理、高精度なシミュレーション、計算力学の大規模

問題などの正確な演算結果を必要とする場合に使われる。一方、

円周率や数学定数を数百万桁以上求めるには、4 倍精度や 8 倍

精度とは別の多倍長演算が必要となる。 
本研究では、100 万桁以上の桁数を扱う演算を行い、例題と

して円周率を求めてみる。円周率の計算は昔から多くの人々に

よって行われており、コンピュータを用いた計算では計算桁数

が飛躍的に伸びている。また、桁数の多い円周率計算は、新型

計算機が開発されるたびに、「より速くたくさんの桁を計算す

る」ことにより、新型計算機の性能評価のために使われてきた
3)。 
多倍長演算ソフトウェアの開発と検証については、別報で報

告している。本報告では円周率計算について報告する。 
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2. 多倍長演算 
 
2.1 多倍長数の表現 

 10 進の数を k 桁ずつ区切り p=10k進法とする。たとえば、10
進のある数を k=5 桁ずつで区切ると図 1 のようなイメージと

なる。 
 本研究では、10 進の桁数の多い数を 4 桁または 5 桁ずつで

分割し、円周率を計算する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2.2 加減算 

多倍長での加減算は筆算通り行う。p 進法 N 桁の整数
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各桁ごとの加減算を行ったあと、以下のような正規化を行う

図 1. 多倍長数を 5 桁ずつに分割 

配列 A：        0,1,,2,1 aaNaNa   

  14159  00003 22136

2213614159.00003   

 iNa    1Na  0a 2Na

(2.1) 
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必要がある。 
ci > p の場合、ciの桁あふれ分を ci+1に加える。 

pccc iii /11    
pcc ii mod  

ci < 0 の場合、ci から 1 を借りてきて、ci 番目に加える。 
 

111   ii cc  

pcc ii   

 
桁数がN のとき、計算量はO(N)となる。 
 
2.3 乗算 

p 進法での乗算は、式(2.6)のようになる。 
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      は畳み込み演算と呼ばれる。桁数がN のとき、式

(2.6) の計算量はO(N2) であり、桁数が 2 倍になると、計算量

は 4 倍になる。計算量の削減のために、高速フーリエ変換を用

いる。 
 
2.4 除算 

b/a を計算する場合、まず逆数 1/a を求め、つぎに逆数 1/a と b
の積として計算する。 

b
aa

b


1  

1/a は方程式(2.8) の解である。式(2.9) のニュートン・ラフソ

ン法 4) により、式(2.10) を導けば、加減算と乗算だけから逆数

1/a を求めることができる。 
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3. 乗算の高速化 
 
乗算の畳み込み演算はフーリエ変換を行うことで、周波数空

間の内積演算に帰着させることができる。 
 
 

3.1 畳込み定理 

関数 f(n) および g(n) をそれぞれフーリエ変換したものを

F(k) およびG(k) とする。 

   kFnf F  

   kGng F  

畳み込みは式(3.3)と定義される。ここで*は畳み込みを意味

する記号である。 

        



 dyyngyfngfnh  

     kGkFkH   

 
3.2 高速フーリエ変換 

本研究で使うフーリエ変換は、離散フーリエ変換である。 
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離散フーリエ変換にはO(N2)の複素乗算と、O(N2)の複素加算

が必要である。離散フーリエ変換は、クーリー・チューキー

(James W. Cooley and Jhon W. Tukey）5) による高速フーリエ変換
6,7,8) で高速に処理できる。 
 式(3.5) の標本長Nは 2 のべき乗になっているとする。積の

総和に関する信号成分(f) の指標が偶数か奇数かによって分け

ることで、標本長がN の離散フーリエ変換を、標本長がN/2
の離散フーリエ変換の組み合わせとして書ける。式(3.6) から

式(3.7) が得られる。 

       

   























12

0
2

12

0
2

12

0

12
12

0

2

122

122

N

n

kn
N

k
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

N

n

kn
N

WnfWWnf

WnfWnfkF
 

 

   











12

0
2

2
12

0
2 122

2
N

n

kn
N

kN
N

N

n

kn
N WnfWWnf

kNF
 

これらを用い、偶数指標成分 T(2k)と奇数指標成分 T(2k+1)の
重み付き和として表すことができる。 

     122  kTWkTkF k
N , 1,,2,1,0  Nk   

ただし、 
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式(3.8)の計算手順は図 2～図 4（N=2,4,8 の場合）の有向グラフ

で表される。同図の演算はバタフライ演算と呼ばれる。表記の

ない矢印に対応する重みは 1 である。また、奇数指標の中間変

数にのみ重み係数 WN
k がかかる。離散フーリエ変換の標本長

を順次半減させていくことで、すべてをバタフライ演算に置き

換えることができる(図5)。計算量はO(Nlog2N)に削減できる。 
逆離散フーリエ変換は式(3.11)で定義され、FFT と同様に高

速処理が可能である(図 6)。 
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4. 円周率計算 
 
 計算機を用いた円周率計算 9,10)では、アークタンジェント

(arctangent)の公式や、ボールウェイン(Borwein)の公式、算術幾

何平均(AGM)による方法が使われる。 
 本研究では、算術幾何平均による方法を使う。 

  図 4. N=8 のバタフライ演算 
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図.6 N=8 の高速逆フーリエ変換 
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図.5 N=8 の高速フーリエ変換 
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図3. N=4のバタフライ演算図 
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図 2. N=2 のバタフライ演算 

1

 0f  0F

 1F 1f  



宮 崎 大 学 工 学 部 紀 要 第 41号334
  

計算回数 円周率桁数 12 5,581
1 1 13 11,170
2 3 14 22,348
3 8 15 44,700
4 19 16 89,409
5 41 17 178,823
6 84 18 357,647
7 171 19 715,301
8 345 20 1,430,612
9 694 21 2,861,225
10 1,392 22 5,722,454
11 2,787 23 11,444,915

4.1 サラミン・ブレントの公式 

 初期値を 10 a , 210 b , 2
0

2
0

2
0 bac  とする。 

 nnn baa  2
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式(4.4)は に 2 次収束する。 
 このサラミン・ブレントの公式の演算量を減らした計算法が、

改良サラミン・ブレントの公式 11)である。乗算の回数が半分

に削減される。 

2
nn aA  , 2

nn bB  , 2
nn cC   

で置き換えることで得られる。 
 
4.2  改良サラミン・ブレントの公式 

初期値を 10 A 、 210 B 、 
000 BAC  とし、漸化式(4.5)、

(4.6)、(4.7) に従って、順次 3 つの数列 An 、Bn 、Cnを作成し

ていく。このとき、式(4.8) も に 2 次収束する。すなわち、

反復を繰り返すごとに求まる桁数が 2 倍に増えていく。 
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4.3 平方根演算 

a を計算するには、まず逆平方根 a1 を求め、それに aを

乗じて求める 12)。逆平方根 a1 は式(4.10)の解であり、ニュー

トン・ラフソン法により求める。 
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5. 実験結果および考察 
 
 まず、改良サラミン・ブレントの計算をして、反復回数ごとの求ま

った円周率の桁数を表1 と図7 に示す。回帰分析の結果、直線の

傾きが 2 であることから、2 次収束といえる。 
次に、p=10k進法とし、k=4とk=5の場合の計算を行う。k=4の場

合、p=10,000 進法となる。計算結果が正しいことをすでに公表さ

れている結果 13)と比較し、得られた円周率の桁数を表 2 と表 3 に

示す。k=4 の場合、p 進での桁数 4,194,304、すなわち 10 進では

16,777,199 桁まで円周率を求めることができた（表2）。k=5 の場合、

p 進での桁数 524,288、すなわち 10 進では 2,621,425 桁までしか

円周率を求めることができなかった（表 3）。理由として、計算の過

程でオーバーフローが起こっていることが考えられる。本研究の

現段階では、k=5 桁より k=4 桁の方が有利といえる。 
 

表.1 反復回数ごとの求まった円周率の桁数 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 7. エクセルを使った回帰分析結果 
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表 2. 4 桁ずつに分割した場合の計算結果 

k 桁数 
反復

計算

回数 

計算時間
(s) 

円周率桁

数 

4 

64 8 0.05 245

128 9 0.07 501

・・・ 

1,024 12 0.98 4,084

2,048 13 4.8 8,179

・・・ 

16,384 16 74.7 65,523

32,768 17 176.8 131,059

65,536 18 417.7 262,131

131,072 19 930.6 524,275

262,144 20 2215.5 1,048,563

524,288 21 5077.9 2,097,139

1,048,576 22 12332.8 4,194,291

2,097,152 23 33373.6 8,388,595

4,194,304 24 110294.5 16,777,199

 
 

表 3. 5 桁ずつに分割した場合の計算結果 

k 桁数 
反復

計算

回数 

計算時間
(s) 

円周率桁

数 

5 

64 8 0.04 307

128 9 0.07 636

・・・ 

1,024 12 0.95 5,105

2,048 13 4.6 10,225

・・・ 

16,384 16 72.2 81,905

32,768 17 172.7 163,825

65,536 18 404.6 327,665

131,072 19 942.4 655,345

262,144 20 2214.9 1,310,705

524,288 21 5076.9 2,621,425

1,048,576 - - - 

 
 

6. 結論 
 
本研究では、多倍長の円周率計算を行い、円周率を約 1,600

万桁求めることができた。多倍長演算ソフトウェアの開発と検

証実験については、別報で報告している。本報告では、題材と

して改良サラミン・ブレントの公式を用い、円周率を計算した。

そして、作成した円周率算出プログラムが 2 次収束しているこ

とを確認し、k=4 の場合に最大、p 進での桁数 4,194,304、すな

わち10進では16,777,199桁まで円周率を求めることができた。 
今後の課題としては、k=4 の場合の p 進での桁数を 4,194,304

から、8,388,608、16,777,216、・・・と増やしていき、10 進で

16,777,199 桁以上の円周率を求めたい。また、高速フーリエ変

換に代えて高速アダマール変換を用いることで、乗算の効率を

もっと上げることができないか研究することが考えられる。 
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