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Abstract

ScatterlngOfaGaussianbeambythecylindriCallensisanalyzedbyusingthemomentme血od

combinedwithmultigridmethod.Thescatteredaeldisexpressedbyintegralformandぬisex-

pressionisconvertedtothematrixformbythemomentmethod.Themultigridmeぬodisapplied

tothismatrixequationtosolveasfastaspossible.Thecomputationtimeandresidualnormare

examinedfornumberofiterationsandcycleindex.Theeffectofthecomponentofthelenson
thescattered免eldisdiscussed.Weshowsomeusefulnumericalresults.Ⅰtiscon魚rmedthatthe

multigridmethodisusefulfortheelectromagneticscatteringProblem.
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1. まえがき

電磁波や光波の散乱問題は電磁界理論における重要

かつ基本的な分野の1つであり,理論的｡数値的検討

に関する多くの書籍や論文が公表されている1卜 3)｡光

通信システムにおけるレンズを用いた光源と光ファイ

バとの結合は,光波による誘電体柱の散乱問題と関連

していると考えられる｡光ファイバへレーザ光を効率

良く入力するために,レーザ光をレンズにより集光す

る必要がある｡光通信システムでは2つ以上のレンズ

を用いたシステムを用いることが多く,レンズの配置

や大きさなどの要素とレンズ全体の性能の関係は複雑

であるため,レンズの特性を把握することが求められ

ている4)0

本稿では複数の場合の基本となる2本のシリンドリ

カルレンズによるガウスビーム波の散乱問題について

検討を行う｡散乱電界はマクスウェル方程式にグリー

ンの公式を適用することにより,積分表現できる3)0

得られた積分表現をモーメント法により離散化し,行

列方程式に変換する｡ この行列方程式にマルチグリッ

ド法 5卜 7)を適用して近似解を求める｡なお,本稿で

1)電気電子工学専攻大学院生

2)電気電子工学科教授

はマルチグリッド法の緩和計算にはGMRES法8)を

採用している｡数値計算において,まず,2本の責円

柱による散乱問題について検討し,ノルム残差や計算

時間,また,初期値依存性について検討している｡次

に,実モデルのiケースとして2本の平凸レンズを取

り上げ,ガウスビーム波の集光特性についてレンズパ

ラメータによりどのように変化するかを調べる｡

2穴 柱状誘電体による散乱

レンズによってビームを集光する現象を解析するこ

とは散乱問題の一つと考えることができる｡一般に,

レーザ発振器によって作られるガウスビーム波は3次

元的広がりをもっているが,2次元問題として捉える

ことによって種々の問題の基本的な性格を抽出し,特

徴を把握することが容易になる｡そこで本稿では,荏

軸方向に-様な柱状媒質に垂直に入射するガウスビー

ム波の散乱問題を扱う｡座標系を図1に示す｡

マクスウェルの方程式にグリーンの定理,外向放射

条件,等価電流源法を適用すると散乱界EzS(r)は

EzS(r)-弓u,Hi2)(kp)Ez(r/)(er-1)dV′ (1,
で与えられるOここでHi2)(kp)は0次第2種ハンケ



66 宮 崎 大 学 工 学 部 紀 要 第35号

潤
= こと1

図1:二次元問題の座標系

ル関数,pは観測点と積分変数との距離,E,は物体の

比誘電率,Ezは全電界である｡この式の両辺に入射波

Ei(T)を如えると次式が得られる｡

Ez(r)+ju ,Hi2'(kp)Ez(r,)(er-1)dV′=EZ(r)(2,
この方程式はフレッドホルム型第2積分方程式であり

解の収束が保障されている｡式(2)の解析界を得るこ

とは容易ではないため,モーメント法を用いて数値的

に解くことにする｡

解析領域を図2のように微小なセルに分割する(分

割数N)Oそのセル内でC,とEzは定数とみなし,n番

目のセルでの電界を

Ez(r)-En(xn,yn) (3)

とするOここで(xn,yn)はn番目のセルの中心である｡

このとき,式 (2)は

E-･j雲量En(er(車 1)fellHi2'(kp)dx′dy,-Ei〝=1
m-i,･･･,N

(4)

となる｡ここで

P=(xm-x′)2+(ym-y')2 (5)

であり,Eilは観測点 (xm,ym)での入射電界である｡こ

れを行列形式で記述すると,

〟

∑cmnEn-転 m-1,-,N (6)
a-1

cmn-Bmn･誓(er(n)-.)fellHi2)(kp)dx′dy, (7,
である｡ただし,6mnはクロネッカーのデルタであるO

係数cmnに含まれる積分はRichmondの方法により近

似的に求めることができる｡式(6)を代数的に解くこ

とにより未知全電界Ezを求めることができる3)O
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図2:解析領域の分割
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図3:2グリッドサイクル

3. マルチグリッド法

本稿では,式(6)の行列方程式を反復法で解く｡反

復法は,格子の大きさと同程度の波長または,それよ

り短い波長の誤差を効率よく減衰させるが,長波長の

誤差に対しては誤差の減衰が遅く効率が悪いため多く

の反復回数を必要とする｡ これを改善するためにマル

チグリッド法は,誤差のさまざまな周波数成分をおの

おの対応した粗い計算格子を用いて,効率よく減衰さ

せる｡まず,適当な反復法を用いてその近似解を求め,

反復の途中で真の解からの誤差を早く収束させるため

に,格子点の少ない格子に移り,近似解を短時間で修

正し,それを兵の解に近づけ,さらに粗い格子へ再帰

的に適用して,計算を加速させる方法がマルチグリッ

ド法である｡数値計算にこの手法を適用した場合,一

定精度の解を得るのに必要な計算量は,離散化された

未知数Ⅳの個数に比例する事(o(〟))が分かっている
5),6)｡以下では,線型方程式に対するマルチグリッド

法(cs法)について記述する｡

3.1 2グリッドサイクル

マルチグリッド法では階層的な格子 Gγを用いる｡

添え字のγは格子の細かさを表し,この値が小さくな
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るにつれて格子は粗くなるoGγの格子間隔をhγとす

るとhγ-1=2hγであるO 図3は2グリッドサイクルの

概念図である｡まず,目的の細かい格子 Gγから出発

し,適当な初期値xoyを与えて,‖司の反復を行い近似
解xTを求める.厳密解をxγと定義し,この段階にお
ける各格子点での近似解に対する修正量Vγ-xr一方T
を導入すると,修正方程式(8)が得られる｡

AγVγ=Tγ (8)

ただし,残差Tγは次式で定義する.

･γ-ArXγ-AYxT-bγ-ArxT (9)

低周波成分の誤差を疎な格子で減衰させるために,倭

正方程式(8)を疎な格子に制限補間してから解く｡図4

に示すような密な格子から疎な格子への補間オペレー

タGを導入すると,次式の疎な格子での修正方程式

が得られる｡

Aγ-lvγ-1=rγ-1

rγ~l=虜Tγ

1/4 1/4 ● ･考ざ…遼 泰

1′ 1′4 ● ●

● ● ● ●

ただし,

(10 )

(ll )

図4:密な格子から疎な格子への補間(制限補間)

㊨ ま ⑳ ㊨ ま ⑳

㊨ 9′16 @/16 ㊨

㊨ 3/16㊨ 1/16 ●

図5:疎な格子から密な格子への補間(延長補間)

である｡疎な格子での修正方程式(10)を反復法により

解き,修正壷Vγ~1を得るOこの修正壷を次式のよう

に密な格子に延長補間する｡

Vγ=汐yγ-1 (12)

ここでオペレータ亡タは図5に示すような疎な格子か

ら密な格子への補間である｡ 修正量γγを用いて近似

解の修正を次式のように行う｡

x2r-XT+ Vγ (13)

その後,‖司の緩和計算をして最終近似解x3Yを得る｡
以上の2グリッドサイクルを再帰的に適用することに

より図6に示すような多段のマルチグリッド法が構成

される｡また,図7,8に示すような処理を行うことで

解の収束を加速する事が出来る｡ 点線は修正義の補間

ではなく,疎な格子上で求めた行列方程式の近似解の

補間を表している｡また,白丸は,反復計算を行わず

に残差を計算することを表している｡

1cycle

図6:Wサイクル構造(サイクルインデックスγ-3,繰

り返し回数m- 1)

二二二∴二 二 二 二 二 ; 二
FはG Wcycle(1cycle)

図7:FMG(Wcycle)

Correctionofinitialvalue Wcycle(1cycle)

図8:初期値の修正とwcycle(γ-3)
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4.数値シミュレーション

4.1 計算時間の検討
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図9:誘電体円柱によるビーム波散乱の座標系

複数物体による散乱問題の基本構成となる2本の

誘電体円柱による散乱問題における解の収束性につ

いて検討を行う｡ 座標系を図鋸こ示す｡y方向に伝搬

する入射ビーム波は (0,-2.0Å)に最小スポットサイ

ズ 的 -2.0Aを持ち,波長を A -i.55lpm】とする.

また,2本の誘電体円柱の半径をα=見,比誘電率を

E,-4.0,中心点の座標を (0,0),(0,3.0Å)とする｡各

円柱の分割数は96×96とする｡また本稿での計算は

CPUが3.4GHz,メモリ2GBの下で行ったOここで,

解くべき連立一次方程式は対称性を考慮に入れると伝

搬軸の上側のみの未知数について解けばよい｡よって,

未知数はN-9,216となる｡この行列方程式をLU分

解法を用いて解くと22,447.3秒程度となる｡

図iOはGMRES法の反復回数に対する規格化残差

ノルム(左軸)と反復計算時間(右軸)を示している｡反

復回数が増加するに従い残差ノルムが減少し,反復回

数に比例して計算時間が増加していることが確認でき

る｡反復回数l-87で規格化残差ノルムを10-7以下

とすることができ,そのときの計算時間は63.9秒程度

であった｡ここで更なる高速化のためにマルチグリッ

ド法を適用し,サイクルインデックスおよび繰り返し

回数に対する残差ノルムについて検討する｡

図11はWサイクルにおいて繰り返し回数mに対す

る残差ノルム(左軸)と計算時間(右軸)をいくつかの

サイクルインデックスについて示している｡段数は3,

反復回数gは lとし,巌も粗いグリッドにおける収束

条件は規格化残差ノルムを 10-3以下としている｡繰

り返し回数mを大きくするとそれに比例して計算時間

が増加するが,残差ノルムは減少している｡また,サ

イクルインデックスγを大きくすると残差ノルムが減

少するが,γ-5以上では減少率があまり変化しない

ことが分かる｡サイクルインデックスγ-4において,
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図 ま0:GMRES法における反復回数に対する残差ノル

ムおよび計算時間
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図 11:W サイクルにおける繰り返し回数に対する残

差ノルムおよび計算時間

繰り返し回数がm=13で規格化残差ノルムを10-7以

下となるO計算時間は33.6秒程度となり,GMRES法

よりも少ない時間で解を求められることが分かる｡

図12はFMGと初期値を修正した場合のWサイク

ルにおける残差ノルム(左軸)と計算時間(右軸)を示

している｡サイクルインデックスはγ-4としている｡

FMGと初期値の修正に費やした時間も加算されてい

る.ここでFMGと初期値の修正を併用した場合の残

差ノルムは,初期値をOと置いた場合よりも小さく,

繰り返し回数m=11で規格化残差ノルムを 10-7以

下とすることができる｡また,そのときの計算時間は

31.6秒程度となり,初期値をOと置いた時よりも早く

解を求めることが出来る｡

図 13は未知数狛 こ対するGMRES法 (黒丸)及び

マルチグリッド法(黒三角)の計算時間を表しているO
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図 12:FMGと初期値を修正した場合の残差ノルムお

よび計算時間
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図13:未知数Nに対するGMRES法及びマルチグリッ

ド法の計算時間

収束条件は規格化残差ノルムが10~7以下としているO

この図より,GMRES法は未知数Ⅳの2乗に比例して

計算時間が増加しているが,マルチグリッド法では未

知数Ⅳ にほぼ比例して計算時間が増加していることが

確認できる｡ このことから,未知数が大きくなるに連

れ,GMRES法とマルチグリッド法の計算時間の差が

大きくなることは明らかであり,マルチグリッド法の

有用性を確認できる｡一方,並列計算システムを用い

て若干の検討を行った｡ノード数2(黒ひし形)の場合,

通常のマJL,チグリッド法(具三角)であるノード数 lの

場合よ りも計算時間が短縮されている｡また,ノード

数 1の場合,記憶領域が足りず未知数 12,544におけ

る計算ガできないが,ノード数2とし,各ノードに記

憶領域を分散することで計算が可能となった｡このこ

とから,並列計算におけるマルチグリッド法の有用性

が確認できる｡ここで,ノード数2の未知数4,096に

おいて計算時間が特性から外れている｡これは,物体

の分割が粗くなり,疎な格子と密な格子での物体の形

状が異なるものになり,補間がうまくいかなくなるた

め繰り返し回数が増加し,通信回数が増えたと考えら

れる｡

4.2 シリンドリカルレンズによる散乱

lncidcrlt,beam1wo :どCylindricR#1 aHcns#2

図 14:2本の平凸レンズによる散乱問題の座標系

光通信システムなどで用いられている結合系のレ

ンズのモデルとして図 14に示す 2本のシリンドリ

カルレンズを取り扱うO 入射波はy方向に伝搬する

ガウスビーム波で,(0,-4.0̂)に最小スポットサイズ

ab-九を持ち,波長をA-1.55lpm]とする｡ レン

ズのパラメータは,厚さDl-D2-1,0ス′,曲率半径

Rl-5.2A′,R2-4.4A,高さH1-6.0ス′,H2-5.0A,比

誘電率だ,1-g,2-2.25とし,レンズ問の距離はL-A

とする｡セルの大きさはÅ/32とする｡図15はレンズ

通過後の全電界等高線分布である｡この分布より,ガ

ウスビーム波がレンズによって集光され,その後広が

る様子が確認できる｡以下では第 1レンズのパラメー

タを固定し,第2レンズのパラメータを変化させたと

きの集光特性について検討する｡
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図15:2本の平凸レンズ通過後の全電界等高線分布
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10 20

y/A

図16:伝搬軸 (y軸)上の電界(曲率変化)

レンズの厚さをDl-1.0A.,レンズ間の距離をL-

1.OA′と固定し,曲率半径R2を変化させたときの全電

界分布を求める｡図15よりレンズ通過後の最小スポッ

トサイズは伝搬軸上の電界強度が大きくなっているこ

とがわかる｡レンズの曲率を変化させた場合の伝搬軸

(γ軸)上の電界強度を図16に示す｡

曲率半径R2-4.4人,R2-4.8人,R2-5.2人において最

もビームが集光しているのは,それぞれy-7.77右y-

7.89k,y-8.22A.付近であり,その面での規格化電界を

図17に示す｡この分布より,曲率半径R2-4.4A,,R2-

4.8A,R2-5.2Aによるレンズ通過後の最小スポットサ

イズは,それぞれa)S-I.59右a)S-1,64人,a)5-I,75A,

程度であることが分かり,レンズの曲率半径R2を小

さくするすることでより光を伝搬軸近傍に集められる

ことが確認できる｡図 18は集光面における位相の分

0 -5 0 5 10
x/A

図 17:最小スポットサイズの位置における全電界分布

(曲率変化)

0 -5 0 5 10
x/A

図 18:最小スポットサイズの位置における位相分布

(曲率変化)

布である｡伝播軸近傍の位相が一定となっており,こ

のことから,最小スポットサイズの位置になっている

ことが分かる｡

曲率半径をR2-4.4A,レンズ間の距離をL-1.0ス′

と固定し,厚さD2を変化させた時の伝搬軸上の電界

の大きさを図19に示す｡また,曲率半径をR-4.4A′,

レンズの厚さをD1-1.0人と固定し,レンズ間の距離

I,を変化させた時の伝湘 埴(再油)上での電界の大きさ

を図20に示す｡いずれの場合も,レンズ通過後にビー

ムが集光していることがわかる｡集光面での電界振幅

分布および位相分布は図17や 18と同様の特性を持つ

ことを示すことができる｡

10 20

y/A

図19:伝搬軸 (y軸)上の電界(厚さ変化)
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図20:伝搬軸(y軸)上の電界(レンズ間の距離変化)

4.3 結合効率の計算

図21に示すように,ガウスビーム波をレンズによっ

て絞込み,導波路へ結合させる問題について考える｡

高い効率で導波路へ結合するには,導波路に入射する

電界分布を導波モードのそれに近づける必要がある｡

本稿では,導波路端面での反射を無視し,結合効率叩

Incidelltbcarn a1

WaVeguide

#1 # 辛:[… …辛wo

yf

図21:導波路結合系

0 -5 0 5 10
xJJ

図22:単一光ファイバ内の電界分布

を次式で定義する｡

T7 =

蔦 (ぢ+EZ)Ezfdx暑2

frw麿+EZFdx蔦圃 2dx

ただし,EZは入射ビーム波,EzSはシリンドリカルレ

ンズによる散乱界であるO また,Ezfは単一光導波路
の電界分布を表した式で,次式で定義される｡

Elf-Eoe-(1/wf)2 (15)

ただし,wfは光導波路のスポットサイズである.蕊

た,Aを比屈折率差,Vを規格化周波数としたとき,吹

の関係式が成り立つ｡

V2-k2nfa享×2A

ただし,nl≧n2である｡ また,実験値より一般に次

式が成り立つことが知られている｡

聖 =0.65+1.619V-3/2+2.819V-6 (18)
af

ここで,町 は光導波路のコアの半径である｡結合効率

の式(14)は,光導波路端面で得られる入射波及び散乱

波の電界分布をあらかじめ与えられた光導波路内の電

界分布を表す式と比較した相関関数を表している｡つ

まり結合効率77が1に近づくほど高い効率が得られる

ことを示しているO光導波路はコア半径af-A,コア

の屈折率n1-I.5,クラッドの屈折率n2-1.48とするO

最小スポットサイズの位置で光導波路との結合を行う

(yf-ys)とすると,結合効率は曲率半径R2-4･姐 に

おいて,およそ98%となる｡図22に単一光導波路内

の電界分布を示す｡

5. まとめ

本稿では,シリンドリカルレンズによるガウスビー

ム波の散乱問題について数値的検討を行った｡未知電

界に関する積分方程式をモーメント法により離散化し,

得られた行列方程式をマルチグリッド法により数値的

に解いた｡マルチグリッド法を用いることにより,LU

分解法やGMRES法よりも高速に解を求めることが

可能となり,並列計算を用いることで大規模な領域の

解析も可能となる｡本稿では,2本の2次曲面による

シリンドリカルレンズによる散乱問題の解析を行った

が,さらに高次で複数な形状も取り扱うことができ,
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回折や干渉を考慮した形状のレンズの解析も容易に行

える｡今後の課題として,最適化アルゴリズム(遺伝

的アルゴリズムなど)を用いた光通信システムにおけ

るレンズの最適設計を行う予定である｡
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