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1.はじめに

数学的概念の導入とその相等性の捉え方は,概念形

成に関わる本質的な部分を含んでおり,大変重要であ

る｡特に,分数や比などのように異なる表記で `̀等し

い"ことが表現されるような概念の相等性の捉え万は

大切である｡我々は先行研究で,分数の相等性につい

て,大学生に対する意識調査を行い,大学生が分数の

相等性をどのように捉えているかを明らかにし,分数

の相等性について数学的な立場と教授学習的な立場か

ら理論的な考察を行ってきた｡ 1)2)筆者は,現在の小

学校における分数の相等性の導入のあり方と同様に,

比の相等性の導入におけるあり方についても問題意識

を持ってきている｡そこで本稿では,比の定義とその

相等性の捉え方について,大学生の実態調査や歴史的

考察及び理論的考察を行い,比の定義のあり方や相等

性の捉え方について,教授学習的な立場からの考察を

していくことを目的とする｡

2.調査の結果とその分析

(1) 調査年月 :平成 2年 9月

(2) 調査対象 :分数の相等性についての講義などを受

けていない小学校数貞養成課程の2-

3年生｡

2年生-78人 3年生･･･109人

(3)調査日的 ･方法及び内容

① 調査日的 :学生が比の相等性についてどのよう

に意識しており,どのレベルで判断

するかをみることを目的とする｡

(診 調査方法 :質問用紙に記述式で,約10分間で書

いてもらう｡

(卦 調査内容 :

次の質問に答えて下さいo

(1)i とそ は等しい分数ではあ｡ませんoその理由
を書いて下さいo

(2) 4:6と6:9は等しい比ですoその理由を香い

なお,ここでは調査問題の(2)についてのみ考察する｡

(4) 調査結果

学生の解答をまとめると,次の表 1のようになる｡

表 1

番号 解 答 内 容 2年生 3年生

1 簡単な比におなす 40 37
2 4×9-6×6 7 7

3 比の値 10 35

4 6-4×す ,9-6×す 2 3

5 6÷4-1.5,9÷6-1.5 0 4

6 線分図,帯図 5 14

7 情景図3) 2 3

8 1の40%と60% 0 1

9 30個を4:6と6:9に分割 2 0

10 誤答 2 2

ll 無答 8 3

この表 1から,比の相等性を判定する視点として,

次の3つが抽出される｡

① 単位量当たりの考えの利用

前項あるいは後項を1とみる｡

② 比の性質の利用

比は,≪前項 ･後項に同じ数をかけても,また

同じ数で割っても比は変わらない｡≫という性質

をもっている｡

(卦 比の働き (意味)

ここでは,比は,《2つの量 (数)の間の関係

である｡≫と一応捉えておき,詳しい議論は後に

回す｡

この3つの視点で表 1を整理すると,次の表2のよ

うになる｡

表2

表1の番号 2年生 3年生

比 の 性 質 1,2 47(60.3) 44(40.4)

単位量当たりの考え 3-5 12(15.4) 42(38.5)

比 の 働 き 6-9 9(ll.5) 18(16.5)

誤 答 .無 答 10,ll 10(12.8) 5(4.6)

註)( )内は小数第二位を四捨五入した%を表す｡
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(5)結果の考察

学年別にみると, 2年生では比の性質を利用したも

のが60.3%と圧倒的に多いのに対し,単位量当たりの

考え特に比の値を利用したものが少ないのが特徴的で

ある｡これに対し, 3年生は比の性質を利用したもの

と単位量当たりの考え (特に比の値)を利用したもの

がほぼ同じであるのが特徴的である｡また,比の働 き

を利用したものも2年生に比較してやや多い｡現在の

小学校における比の相等性が比の値でもってきちんと

定義されていることを考慮すれば,当然比の値でもっ

て判断すると考えられるが,これらの結果はそうなっ

ていないことを示している｡奇妙なことである｡さら

に,無答及び誤答が2年生では全体の12.8%となって

いるが,彼らが将来比の指導をするのかと考えると危

機感を覚える｡分数の相等性に関する先行研究4)でも

述べたが彼らには基本的な概念 とその相等性に関する

指導が必要である｡

3.比の定義と比の相等性

この節で,比の定義と比の相等性がどのように捉え

られてきたかをいくつかの資料を基に考察していく｡

(1) ユークリッドの 『原論』 5)

｢比｣の概念を最初に明確にしたのはユークリッド

であるらしい｡6)

その 『原論』第 5巻定義 3で,比は次ように定義さ

れている｡7)

｢比とは同種の二つの量の間の大きさに関するある

種の関係である｡｣

ここでは比を同種の量の間のみに限定している｡こ

れは,フロイデンタールという ≪internalratio≫に

相当している｡8)

また,比の相等性は第 5巻定義 5で次のように定義

されている｡

｢第 1の量と第 3の量の同数倍が第 2の量と第 4の

量の同数倍に対して,何倍されようと,同順にと

られたとき,それぞれ共に大きいか,共に等しい

か,または共に小さいとき,第 1の量は第 2の量

に対して第 3の量が第 4の量に対すると同じ比に

あるといわれる｡｣

これは現代流に書 くと

a:b-C‥d電 蓄

任意の自然数 m,nについて

ma>nb⇒ mc>nd

ma-nb=⇒ mc -nd

ma<nb-⇒ mc<nd

となる｡この定義は難しく定義されているが,比の値

の概念や実数論がそれほど発達していなかったことを

考えると,充分に意味のある定義であろう｡即ち,吹

のような事実の認識が背景になっていることは確かで

あろうが,『原論』ではきちんとした形では明示され

ていない｡

(量の桐密性)a,b,Cをa>bとなる同種の

3量 とする｡このとき,

ma>nc>mb

を満たす自然数 m,nが存在する｡

これは,アルキメデスの原理から導かれるが,この

事実が上のタイ トルのように量や有理数の楯密性を示

している｡ 10)

また,このように定義された関係が同値関係である

ことは容易に分かる｡『原論』第 5巻ではこの定義か

ら比の相等性に関する多 くの性質を示しているが,そ

れらを順に現代風に列挙すれば次の表 3のようにな

る｡ll)ただし,不等号,>,<に関する部分は省いて

ある｡

表3

命題の番 号 内 容

4 a:b-C:d-⇒ma:nb-mc:nd(註)

7 a-b=⇒a:C-b:CかつC:a-C:b

7の系a:b-C:d-⇒b:a=d:C 12)

9 a:C-b:CまたはC:a-C:b
=⇒a=b13)

ll a:b-C:dかつC:d-e:f
==事a:b-e:f

12 a:a′-b:b′-C:C′--- -⇒
a:a′-(a+b+C+-):(a′+b′+C′+-)

14 a:b-C:dのとき
a>C=⇒ b>d
a-C=⇒ b-d
a<C=⇒ b<d

15 a:b-ma:mb
16 a:b-C:d==>a:C-b:d

17 a:b-C:d
-⇒(a-b):b-(C-d):d

18 a:b-C:d
･=⇒(a+b):b-(C+d):d

19 a:b-C:d
==⇒(a-C):O)-d)-a:b

19の系(a+b):b-(C+d):d
==⇒a:(a-b)-C:(C-d)

22 a:b-e:f,b:C -f:g,C:d-g :h
=⇒ a:d-e:h

23 a:b-e:f,b:C-d:e
==⇒a:C-d:f

24 a:b-C:d,e:b-f:d



(2) 中世西欧

ここでは,『数学の歴史ⅠⅠ(中世の数学)』 14)におけ

る高橋による第 1章第 5節の 『中世西欧の比例論一伝

承と展開-』 15)から,比の定義と比の相等性が当時ど

のように捉えられていたかをみていく｡高橋はカンパ

メス版 『原論』(CampanusNovariensis,チ1296)をま

ず取り上げて中世における比例論の考察を始めている｡

その理由として,≪彼の 『原論』は中世の標準的テク

ストとして,最も広 くかつ深い影響を及ぼし,中世盛

期 の数 学 的 思 想 の基 盤 を形 成 した か らで あ

る｡---≫ 16)をあげている｡なお,中世におけるカ

ンパメス版 『原論』の位置づけを,資料 Ⅰに付記して

おく｡17)

(ヨ カンパメス版 『原論』

カンパメス版 『原論』における比の定義は,定義 3

で次のように与えられている｡ 18)

｢比とは同一類にある二つの任意の量の一方の他方

に対する確定的関係である｡｣

比の相等性については,定義 6で次のようになって

いる｡ 19)

｢第 1の量が第 2の量に対し,また第 3の量が第 4

の量に対しひとつの [同じ]比に応じて存在する

といわれるような諸量とは,それらの第 1量と第

3量の同多倍が,同順にとられると,超過あるい

は不足あるいは相等性において,第 2量と第 4量

の同多倍に類似しているもののことである｡｣

高橋は,≪カンパメス版では定義はほぼ正しく解釈

されている｡しかしそれは内容理解の正しさを保証す

るものではない｡前の定義の誤解が本定義の誤解を招

いたのである｡註釈から明らかなように,(A,B)

-(C,D)を (mA,nB)-(mC,nD)によって

定義してしまったのである｡･--･･≫ 20)とし,その原

因を定義 5の連続的比例の誤解においている｡ 21)ここ

ではそのことには深 く追求しないが,比の相等性の解

釈が トー トロジィでしかなく,結局のところ相等性の

議論が混乱をきたしていくことになる点だけを示して

おく｡ 22)

また,高橋は,蛋(A,B)- (C,D)を示すのも多

倍をnA,nBではな く,mC,mDで もな く,nA,

nCとmB,mDをとる必然性が示されていない｡≫23)

とし,≪カンパヌスをはじめとして中世の数学者には

｢多倍をとる技法｣(equimultipletechnique)が比の

相等性に何故かかわるのかが皆目わかっていなかった

のではなかろうか｡≫ 24)と述べている｡従って,有理

数の桐密性 (もっと直接的には,量の桐密性)が比の

相等性とどのように関わっているのかが意識されてい
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なかったということになろう｡

一方,中世には現代の比の値に相当するものとして

比のデノミナテイオ (denominatio)の概念が中世比

例論のキーワードとして存在しており,次のように解

釈されていた｡ 25)

｢比のデノミナテイオとは,他方の量に対する一方

の量の正確な大きさあるいは小ささを指示する数

である｣

｢これ対あれの比のデノミナテイオとは,これをあ

れで割ることからでてくるものである｡｣

(参 プラドワディーンの 『運動における速さの比に

ついての論考』

高橋 は,次のように述べて,プラドワディーンの

『運動における速さの比についての論考』を取り上げ

ている｡ 26)

---カンパメス版の偽作定義5(連続的比例)

と定義 6(非連続的比例)の介入により,有理量 ･

無理量をとわず,量一般に対する比の相等性の判

定基準を全く誤解してしまったからである｡･---

中世は無理量を扱う方途を失ってしまったかにみ

える｡---たしかに中世の人々はエウドクソス

の理論的遺産を失いはしたが,不十分の手持ちの

素材から出発して,無理比を理論的に処理する新

たな方途をつくりあげたのである｡現資料から判

断する限り,その重要な一歩はプラドワディーン

(Thomas Bradwardine,1290頃～1349)に

よって踏みだされたと思われる｡

そこでは,比の適用範囲をユークリッドにおける定

義より拡張し,比は一般的意味で言われる場合と固有

の意味で言われる場合の2つがあるとし,次のように

定義されている｡ 27)

一般的意味での比･･-･｢比 とは,比較される二つの

ものがそこにおいて比較され

るような或ものにおける,一

方対他方の関係である｡｣

固有の意味での比･--｢比とは,同一類にある二量

の一方対他方の関係である｡｣

プラドワディーンは,それまで有理比に対してのみ

適用可能であったデノミナチイオの概念を無理比に対

しても適用可能にしていく中で,伝統的な ｢関係｣と

しての比を新たに ｢量｣とみなし,算法の対象とみな

していったようである｡28)

また,彼は第 1章第 3節前提 1で比の相等性を次の
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ように導入している｡ 29)

｢そのデノミナテイオが同一あるいは等しいような

比はすべて等しい｡｣

ここにきて初めて,現在小学校で指導されているよう

な比の値による比の相等性の捉え方が見られる｡

さらに,高橋は続けてパ リ学派のオレム (Nicole

Oresme,1325頃～82)の F比の比』理論に言及して

いるが,そこには比の定義と比の相等性に関する部分

がないので我々の考察はここまでとする｡

(3) 現在

現行の小学校算数教育において,比の相等性の指導

が比の値でもってなされていることは先にも述べたが,

ここでは算数教育に関するいくつかの文献での比の定

義や比の相等性の捉え方を調べ考察していく｡

① F新教学事典』30)

ここては,≪比 とは2つの数または量の大きさの関

係を表す概念である｡≫と比を定義し,さらに ≪---

このようにして,量の比は数の比に還元される｡≫ と

した上で,数の比を次のように定義している｡ 31)

｢一般に, 2つの実数a,bからつ くられたa:b

という符丁のことを比という｡｣

さらに,比の相等性を次で定義している｡ 32)

｢比 a:bとC:dとは,C-ka,d-kbである

実数k(≠0)があるとき等しいといわれ,

a:b-C:dと書かれる｡｣

今の場合,実数体の中で比を扱っているので,相等

性の定義が単純明快である｡

② F現代数学教育事典』 33)

ここでは,≪がんらい, 3つの同種の量 a,b,Cが

あったとき,それをa:b:Cとしてもそれ自体に

は何の意味もない｡比 a:b:Cが意味をもつのは,

それが別の比 Ⅹ:y :Zと等しいかどうかを考えた

ときである｡》 34)とし,具体的な事例 (コーヒーづ く

り)を通して比の定義を与え,混ぜ具合が同じである

という比例の観点から比の相等を意味づけている｡

③ r量と数の理論1 35)

田村は,ユークリッド式量空間を定義し,そこにお

ける2つの量A,UについてA-Uxaとなくよう

な分数aが兄いだされるとき,aをAとUの比 とい

い,A :Uで表すとしている｡ 36)即ち,比を普通比

の値として呼ばれるもので定義しており,敬 (測定数)

として見ていることになる｡このような定義は,理論

的にはすっきりしているが,教授学習的立場でみると

難しい｡

④ Fベーシックな考え方』 37)

畦森は,≪比は同種のいくつかの量を,その大きさ

そのものを比べないで,共通な基準量に対する相対的

な大きさで比べようとする考え方である｡≫ 38)として

いる｡さらに1つの長方形を例に取 り,基準を換える

ことによりいろいろな比をつくることができるが 《こ

れらの比は,皆同じ2量の比であるから,等しいと考

えられる｡≫ とし,比の相等性を次のように定義して

いる｡ 39)

｢比の両項に0でない同じ数をかけたり,比の両項

を0でない同じ数でわったりしてできる比は,ち

との比に等しい｡｣

⑤ フロイデンタール40)

フロイデンタール (Hans.Freudental)は比の意味

についてまず

(F-1) ≪比は数または量の順序対の関数で

ある｡≫ 41)

と述べている｡さらに,教授学的現象学の立場から比

の論理的位置づけを,

(F-2) ≪比は数や量の順序対の集合におけ

る同値関係である｡≫ 42)

としている｡

いずれにしても比がその意味を持ち得るのは,比の

相等性の解釈を与えたときということになる｡(F-1)

に従うと,比を関数値 (即ち商)として捉えることも

できるが,フロイデンタールはそれは間違いであると

し,≪比の大きさ (比の値)を知らないで比の相等性 ･

非相等性に言及することが比の意味である｡≫ 43)とし

ている｡そこで,比の相等性は現象学的文脈で捉える

べきであるとし,(F-2)の意味づけになっているよう

である｡

さらにフロイデンタールは比をある1つの体系内で

作られる比と2つの量体系の間に作られる比に分け,

前者を 《intemalration≫と後者を ≪externalration≫

と読んで区別している｡ 44)

⑥ 直芳子45)

直は,割合と比の定義に着目して小学校における割

合指導の変遷について,明治38年の黒表紙本から現在

の教科書 (平成元年度版)に至るまで教科書を中心に

研究を行っているが,その中で (戦前は比は関係,比

の値は数として明確に定義されていたのに,戦後は開



係とも比ともいわず,割合の表し方のひとつと唆味な

定義になったのはなぜか｡≫ 46)を問題 とし,次の2つ

をその理由として上げている｡ 47)

(N-1) 戦後の割合指導の変化に伴って教

材構成のあり方が変わってきたため｡

(N-2) 比は場面に応じて関係とも数とも

見られるという比の見方の自由を大

切にするため｡

4.比の相等性についての理論的考察

第 2節で大学生の比の相等性の捉え方を,第 3節で

比の定義と比の相等性の移 り変わりを概観してきた｡

この節ではこれらを踏まえ,数学的な立場と教授学習

的立場から,比の定義と比の相等性についてさらに考

察していく｡

(1) 数学的立場での ｢比｣

数学的には,数や量を対象とする順序対 (a,b)

の集合にある種の同値関係を定義しその同値類に含ま

れる全ての順序対を同じと見ること一即ち,比の相等

性-を意識して,考えている順序対に ｢比｣と命名す

ることになる｡従って,比の定義は規約的になり,対

象の集合で数であろうが,量であろうが問題ではない｡

問題は,比の相等性の捉え方であって,相等性の定義

の仕方が比の意味を与えることになる｡即ち,相等性

が先に意識されて初めて比の意味が成立することにな

る｡ 48)このことは,フロイデンタールの比の論理的位

置づ打 (第 3節(3XS)(F-2))や第 3節(3)②の考え方に

通じる｡

一方,比の相等性の定義は,比の関係性を重視した

定義 (ユークリッド,第 3節(3)①,②,④)一即ち,

関係的な相等性を意識した定義一と比を数的に (関数

値として)みて比の値を用いた定義 (プラドワディー

ン,第 3節(3XS))-即ち,数量的な相等性を意識した

定義一の2つのタイプがある｡これらの2つの定義は

対象とする集合が同じであれば,構造的に同型である

ことは容易に分かる｡従って,数学的には (理論的な

概念としては),どららで定義するかによって,定義

と性質の差が生じるのである｡

また,比の関係性を重視した比の相等性の定義の場

合は,実数を用いて関係を規定するのと整数だけを用

いて関係を規定するのとでは大きな違いがある｡実数

を用いる場合は,第 3節(3)①のようにすっきりした定

義ができる｡一方,実数や量を対象とした場合に,整

数だけを用いて関係を表そうとするとユークリッド的

にならざるを得ない｡たとえ比の対象となる集合を有

理数に限定したとしても,比の性質である (比は,前
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項 ･後項に同じ整数をかけても,また同じ整数で割っ

ても比は変わらない｡≫で比の相等性を定義すること

はできない｡即ち,この定義では相等関係が同値関係

であることを示すことができない｡このことは,分数

の相等性が約分や通分の考えで数学的には定義できな

いのと同じである｡ 49)

(2) 教授学習的立場での ｢比｣

この場合は,比の意味をどのように位置づけるかが

まず問題になる｡子供の発達段階や比の発展応用など

を見通した意味づけが必要である｡直は,≪比を関係

とする定義は大人にとっては納得のいくものであって

も子供 に とってはやは り難 しい ことはいなめな

い｡≫50)としているが,筆者は納得できない.戦後,

比を割合の1つとして扱ってきているわが国の算数教

育から考えたとき,比の値でもって比の相等性を定義

することは自然のように見えるが,一方比を関係的に

みていることも事実であろう｡そこでここでは,比の

関係性に着目して考察していく｡小学校では普通,量

を利用して比の概念を導入しているので,比を関係的

にみる場合,フロイデンタールも指摘しているように,

同種の2量の比 ≪internalration≫と異種の2量の比

≪externalratio≫に区別して考えなければならない｡

また,小学校を対象としているので,扱われる数を有

理数に限定して考察することにする｡

(2-1) 同種の2量の比 ≪internalration≫

この場合は,2量の間の関係を共通の単位で測った

ときの数を用いて表現したものが,比ということにな

る｡このように比の意味を捉えると,畦森 (第 3節(3)

④)のように比の相等性を定義することに意味がでて

くる｡即ち,次のように定義することになる｡

a:b-C:d膏 夏

ある自然数 m について

C-ma,d-mb

または

a-mc,b-md

例えば, 9:6と12:8が等しいことは, 9:6を

表している共通の単位を4等分したものを3つ集めた

ものを新しい共通の単位として測ると12:8になるこ

とが分かる｡このようにして,比の相等性が同値関係

であることが保証される｡ただ単に関係というだけで

は,推移律は保証されない｡この推移律が次の性質を

保証しているのである｡

a:b-C:d･.' :･ad-bc

このような考察を子供に意識づけるということでは,
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勿論ない｡我々の定義がきちんと理にかなっているこ

と,安心して使えることを保証するための考察である｡

一方,上の定義から等しい比の比の値が等しいこと

は容易に分かる｡逆に,比の値が等しいことから比が

等しいことを示すには,上の性質を利用する方法と定

義に戻る方法の2つの方法が考えられるが,いずれの

場合も相等性に関する推移律の認識が必要である｡ 51)

従って,比の値を用いて比の相等性を定義すると,比

の関係としての相等性の認識が間接的な認識となって

直接的な認識にならない｡そこに,比の値で比の相等

性を定義する場合の弱点があろう｡

また,ここにおける比の定義は,フロイデンタール

のいう ≪uniformityofmotion≫ 52)を保証する｡要す

るに等速運動を例にとると,かかった時間の比が3:

4なら進んだ距離の比も3:4であるということがい

えるということである｡

(2-2) 異種の2量の比 ≪externalratio≫

この場合は,比例の考えが必要である｡即ち, 2量

の間の比例関係の認識が前提となる｡例えば,等速運

動の場合,かかった時間と進んだ距離の比例関係を意

識して3:4とかいうように,時間と距離という_旦_2

の基準量を設定して,その間の関係として数を用いて

表現することになる｡一般に, 2つの基準 (量)を用

いて定義された概念の相等性を直接的に定義する方法

は,次の2つであろう｡

(》 2つの基準 (量)のうちの一方の基準 (量)を

揃えて,その場合の他方の基準 (量)の比較を通

して,相等性を定義する｡

② 2つの基準 (量)のうちの一方を1としてみる

単位量当たりの考えを利用して,相等性を定義す

る｡

今の場合,①の方法を用いることは比例関係を前提

にしなければ無理である｡ 53)その際の比の相等性の定

義は,《内項の横 と外項の積が等しいときに, 2つの

比は等しい｡≫ということになる｡また,間接的に比

の性質を用いて,時間が2倍, 3倍となるに従って,

距離も2倍, 3倍になるということから3:4と6:

8,9:12は等しいというように結論づけることも,

比例関係を前提にしている｡一方,②の方法即ち,早

位量当たりの大きさの比較を通して,比の相等性を定

義する方法は, 2量が比例関係にあるという事実を利

用しなくてもすむ｡よって,比例よりも比を先に扱う

場合などは,比の値などを用いて比の相等性を定義す

るのが自然なこととなろう｡これは,比を関係的にみ

ながら,比の値を意識していることを意味しており,

わが国の割合としてみる見方に通じるものがある｡ま

た,比を関数としてみて,関数値と同一視する見方に

も通じる｡ただ比を関数としてみる見方の場合,ここ

におけるように異種の2量の比に対しては,その関数

の意味 (対応のさせ方)が見通しのよいものとなるが,

一方同種の2量の場合は必ずしもそうではない｡即ち,

2つの変数 (量)に対して,何故比の値 (商)を対応

させるのか,意味づけに説得力がない｡その意味で,

比を関数的にみる見方にも限界がある｡

5.結 語

本稿では,比の定義と比の相等性の捉え方について,

大学生の実態調査や歴史的考察及び理論的考察を行っ

てきた｡その結果分かったことをまとめると,以下の

ようになる｡

(∋ 大学生の実態調査から

(1-1) 比の値を用いて比の相等性を判断している

大学生は比較的少ない｡

(1-2) 相等性の判断のつかない大学生がいる｡小

学校で,比の値を用いて比の相等性をきちん

と定義していることを考えると不思議な現象

である｡

② 歴史的考察から

比は最初は,同種の2量の関係として導入され,

それが次第に異種の2量の関係まで含めた一般的な

比にまで拡張されて,その意味も相等性の捉え方の

誤解から出発して,関係的な意味から数量的な意味

へと変化してきている｡また,わが国の比指導も,

直の研究からも分かるように,ユークリッド的な捉

え方から出発して歴史の変遷 と同じように現在では

割合として数量的に捉えるようになってきている｡

③ 理論的考察から

(3-1) 数学的立場 と教授学習的立場では,比の相

等性の捉え方に差がある｡

(3-2) 同種の2量 と異種の2量では,それらの比

の関係的な捉え方には差がある｡

(3-3) 同種の2量 と異種の2量では,その相等性

の捉え方には大きな差がある｡

教授学習的場面で数学的概念の相等性を規定する場

令,対象となる具体的な数量とその概念の導入の仕方

から自然に派生する (子供が認知できる)ように相等

性を規定しなければならないことは,いうまでもない｡

従って以上のことから分かるように,同種の2量に対

して比の値でもって比の相等性を定義している現在の

算数教育のあり方には,少なからず問題があろう｡

本稿では,比の定義と相等性にのみ着目して考察し

てきた｡比と比例は切 り放して考えることのできない

概念かも知れないが,ここではあえて比例を外して考



察している｡今後は比例 と絡めた (相等関係を比例式

とみた)考察も必要であろう｡さらに,比の非相等性

の判断に関する調査研究も必要である｡また,今回は

比の指導の具体的なあり方には言及しなかったけれど

ち,実証的な研究を通した比の指導の提言も今後の課

題である｡

注及び引用 ･参考文献

1)拙稿,｢分数の相等性一大学生の意識を中心に-｣,

岩合一男先生退官記念出版会編,『数学教育学の

新展開』,聖文社,1992,pp.132-143

2)拙稿,｢分数の相等性ⅠⅠ-大学生の意識を中心に

一｣,『数学教育学研究紀要』第17号,西日本数学

教育学会,1991,pp.123-128.

3)〇〇〇〇:〇〇〇〇〇〇●●●●●
〇〇〇〇〇〇:〇〇〇〇〇〇〇〇〇●●●●●

4)前掲書2).

5)中村幸四郎他訳,『ユークリッド原論』,共立出版,

1975.

6)平林-栄 ･石田忠男編,『算数 ･数学科重要用語

300の基礎知識』,明治図書,1981,p.164.

7)前掲書5),p.93.

8)H.Freundental,DidacticalPhenomeno】ogyof

Ma仇ematicalStructures,D.ReidelPublishing

Company,1983,p.183.

9)前掲書7).なお前掲書6)では,比の相等性の定義

は 『原論』第 5巻の命題 4でなされているように

書いてあるがそれは間違いであろう｡それは後述

する中世における間違いと同じ間違いを生じてい

る｡この命題 4は現代流に書 くと次の事実を示し

ているのみである｡

a:b-C:d=⇒ ma :nb-mc:nd

(m,n :自然数)

10)a-bに相当する同種の量をdとすると,アルキ

メデスの原理からmd>Cとなる自然数 mが存在

する｡一方,またアルキメデスの原理から

nc>mb≧(∩-1)C

となる自然数nが存在する｡このとき,

ma>nc>mb

となる｡

ll)前掲書7),pp.96-116.

12)この7の系と11は,比の相等性の定義から直接示

される｡

13)この9と14は,上述の量の桐密性がキーポイント

になる｡

(67)

14)伊藤俊太郎編,『数学の歴史ⅠⅠ 中世の数学』,共

立出版,1987.

15)前掲書14),

16)前掲書14),

17)前掲書14),

18)前掲書14),

19)前掲書14),

20)前掲書14),

pp.175-260.

p.175.

p.471.

p.177.

p.186.

p,186訳註25).(A,B)はA とBの

比を表す｡

21)前掲書20).

22)例えば,前掲書14),p.188の本文及び訳註28).

23)前掲書14),

24)前掲書23).

25)前掲書14),

26)前掲書14),

27)前掲書14),

28)前掲書14),

29)前掲書14),

30)-松信也,
31)前掲書30),

32)前掲書31).

33)遠山啓編,
34)前掲書33),

35)田村二郎,

p.188訳註28).

pp.194-195.

pp.212-213.

pp.214-215.

p.219.

p.222.

『新数学事典』,大阪書籍,1979.

p.35.

『現代数学教育事典』,明治図書,1965.

p.240.

『量と数の理論』,日本評論社,1978.

36)前掲書35),p.40.

37)畦森宣信,『算数教材論ベーシックな考え方』,日

本教育研究センター,1983.

38)前掲書37),p.168.

39)前掲書38).

40)前掲書8),pp.178-209.

41)前掲書8),p.179.

42)前掲書8),p.180.

43)前掲書42).

44)前掲書8),p.183.

45)直芳子,｢小学校における割合指導の変遷一割合

と比の定義に着目して-｣,日数教第22回数学教

育論文発表会論文集,pp.369-374.

46)前掲書45),p.372.

47)前掲書45),pp.372-373.

48)このことは何も比に限ったことではなく,順序対

を用いて定義されるいろいろな概念 (例えば,ベ

クトル等)についても同様である｡

49)前掲書1).

50)前掲書45),p.372.

51) まず第 1の方法では,分数の相等性の数学的定

義 を利用するO即ち,昔 -音 であるとき･ad
-bcだから,比の相等性に関する性質からa:b



(68)

-C:dとなる｡第 2の方法では,

き,これを既約分数子 にまず直すo

昔 -音 のと
すると,a

-me,b-mf,C-ne,d-nfとなる自然数

m,nが存在する｡ よって,比の相等性の定義

から,a:b-e:f,C:d-e:fとなる｡

従って,相等性の推移律からa:b-C:dで

ある｡

52)前掲書8),p.183.

Ⅰ アラビアの伝統

).aトthjj5jの翻訳 (8-9世紀)

a.al-hardni阪
b.a1-Ma'mtjni阪

Ⅲ ラテンの伝統

J
1.Adelardの翻訳 (12世紀)

a.AdelardI

53)等速運動を用いて,3:4-6:8を示す場合は,

次のようになる｡今の場合,時間も距離も違うか

ら,例えば距離を揃えたとき,かかった時間が同

じなら2つの比は等しいということになる｡ 4時

間で 31皿進んでいるから, 8時間では61皿進むと

いうことから (比例を前提 とした理由により)3

:4-6:8を導 くことになる｡

資料 l

中世におけるユークリッド 『原論』の伝統

2.lsb5qibn叫nain
の翻訳 (9世紀)

3.Th示bit,ibnQurra
の改訂 (9世紀)

4.a卜Nairizi
の注釈 (10世紀)

5.al-Dimishqi
の翻訳 (10世紀)

6.NazifibnYumn
の翻訳 (10世紀)

7.ibn̂bdalb呑qi
の注釈 (12世紀) V

8.al-T〔isiの
編集 (13世記)

6. CaMPanuS

7.14世紀版

版一′(13世紀) L: ;:碧 空:禦 rdo …
a1-Nairiziの IIIllIll●I●Il__J

注釈の翻訳

5.Ghe｢a｢doによる
ibnAbdaTb5qi
の注釈の翻訳



(69)

EqualityofRatio

HirohumiUDA

FacultyofEducation,MiyazakiUniversity

Abstract

lntroductionsofmathematicalconceptsandintroductionsofequalityoftheseconceptsarereally

importanttolearnandunderstandthoseconcepts.Inparticular,equalityofconceptswithdifferentexpressions

ofsymbols,likefractionalnumbersandratio,isdifficult.Ⅰntheprecedingpapers,Iinvestigatedon

understandingequalityandinequalityoffractionalnumbersforuniversitystudentsanddiscussedlevelsof

understandingtheseinthreeviewpoints一一prOpertiesoffractionalnumbers,functionsoffractionalnumbers

andcalculationsoffractionalnumbers一一.Manyoftheminterpretedequalityoffractionalnumbersbymeans

ofreducedrepresentatives.Moreover,Ishowedthedifferencebetweenmathematicaldefinitionofequalityof

fractionalnumbersandintroductionsofonesinaprimaryschool.

Inthispaper,Iinvestigateanddiscussthefollowingmattersaboutequalityofratio.

(1)Iinvestigatelevelsofunderstandingequalityratioforuniversitystudentswhobelongtoanelementary

educarionteacherstralnlgCOurSe.

(2)Idiscussthemeaningofratiomadequalityofratiofromhistoricalviewpoints,mathematicalviewpointsand

educationalviewpoints.

Theoutlineofconclusionsisasfollows.

(i)Mainmethodofinterpretationsbyuniversitystudentsonequalityofratioisuseofpropertiesofratio

ratherthanuseofquotient.Thisfactisstrangebecausetheyhavelearnedequalityofratiobyquotient.

(ii)Ratiofirstwasintroducedasanrelationwithintwoquantitiesof也esamekindandgraduallywas

extendedasgeneralratiocontaningasrealtionbetweentwoquatitiesofthedifferentkind.Moreover,

Startingfrommisunderstandingaboutequalityofratio,themeaningofratiohaschangedfromthe

meaningasarelationto仇emeaningasquantity.

(iii)Understandingequalityofratiofrom也eviewpointofmathematicsisnotsametounderstandthatfrom

theviewpointofmathematicaleducation.Thereisagreatdifferencebetweeninterpretationsofratioas

anrelationwithintwoquantitiesofthesamekindandthatasanrelationbetweentwoquantitiesofthe

differentkimd.Moreover,thereisagreatdifferencebetweeninterpretationsaboutequalityofratio

withintwoquantitiesofthesamekindandthatbetweentwoquantitiesofthedifferentkind.

(iv)Japaneseme也Oddefiningequalityofratiorelativetotwoquantitiesofthesamekindbymeanof

quotientiscontainingnotalittlematter.
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